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PREFACE 



Pour répondre à un désir exprimé maintes fois 

r 

par mes élèves de TEcole Nationale des Beaux- 
Arts, je me suis décidé à publier le Cours que je 
professe à cette Ecole depuis plusieurs années. 

Il comprend deux parties distinctes : l'une de 
Mathématiques pures ^ l'autre de Statique. 

Le programme de la partie Mathématique se 
compose : des éléments de la Trigonométrie, de 
la Géométrie élémentaire des coniques et de no- 
tions de Géométrie analytique, de Calcul diffé- 
rentiel et intégral. 

Il m'a semblé qu'il n'y avait aucun intérêt à 
faire paraître mes leçons de Trigonométrie et dp 
Géométrie des coniques, car j'y emploie les 
méthodes classiques qu'on trouve dans n'importe 
quelle Trigonométrie élémentaire destinée aux 
élèves de l'enseignement moderne et dans un 
traité quelconque de Géométrie. 

Il n'existe, au contraire, à ma connaissance du 
moins, aucun ouvrage où soient réunis, sous la 
forme très élémentaire que je me suis efforcé de 
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Plusieurs des exemples pratiques que je donne 
dans ce volume sont empruntés à ces deux excel- 
lents ouvrages. 

Je tiens, en terminant, à adresser ici mes plus 
vifs remerciements à M. Meysson pour la cons- 
cience avec laquelle il a rédigé mes leçons, et à 

r 

mes Editeurs, MM. Carré et Naud, pour les soins 
qu'ils ont apportés à l'exécution matérielle de ce 
livre. 



Carlo BouRLET. 



Paris, mars 1901. 
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CHAPITRE PREMIER 

CALCUL DES DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES 

§ I. — Notion d'une fonction d'une variable 

1. Déûnitions, — On appelle quantité variable ou 
plus brièvement variable une quantité susceptible de 
prendre diverses valeurs. 

Par opposition, on dit qu'une quantité est constante 
lorsque sa valeur est fixe. 

En général, on désigne une variable par l'une des 
dernières lettres de l'alphabet et une constante par 
l'une des premières. 

2. — On dit qu'une variable est fonction d'une autre 
variable lorsque la valeur de la première dépend de 
celle de la seconde ; ou mieux, y est fonction de x si 
à toute valeur de x, appelée çariable indépendante^ 
correspondent une ou plusieurs valeurs bien déter- 
minées de y. 

Exemples. — Oa rencontre couramment des exemples de fonc- 
tions : la longueur d'une barre de fer dépend de la température de 
la barre; si la température augmente, la barre s'allonge et si la 
température baisse, la barre se raccourcit. La longueur de la barre 
est donc une fonction de la température. 

La surface d'un rectangle, dont la base est égale à un mètre et 
dont la hauteur varie, dépend de la hauteur. Cette surface est une 
fonction de la hauteur, 

BouRLET. Cours de math. i 
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îque, une fonction 
;u'on se donne une 
3 calculer y quand 



ar à chaque valeur de X 



deux cas : 

pport à y\ on dit 

rme explicite. 



par rapporta y; on 
us forme implicite. 



espoDdent deux râleurs 

e la fonction implicite 



le la variable JC se 
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représente souvent par un symbole tel que /'(^), ce 
qui se lit fde x. 

On appelle valeur numérique d'une fonction, la 
valeur qu'elle prend lorsque Ton donne à la variable 
une valeur particulière. 

Pour désigner la valeur numérique de la fonction 
f [x) pour une valeur particulière de la variable, on 
remplace, dans le symbole, x par cette valeur. Ainsi 
f[i) désigne la valeur numérique de f[x) pour x = i. 

Exemples. — Considérons la fonction 

J = 20?+ I. 

Pourra: zi: I, on a 

3 est la valeur numérique de la fonction y pour a: m i . 
Si on désigne cette fonction par / [x) au lieu de y, on écrira : 

f(i) signifiant que, dans la fonction / {x), on a donné à la variable 
X la valeur i . 

Soit encore la fonction 



Pour X "=. Oy on a 



pour X = I , on a 



pour X •=. — 2, on a 



x^+i ' 



XI \ O— I 



/^ i)= — - — = — = O ; 






§ 2. — Notions sur les limites 

6. DéSniiions. — On dit qu'une quantité y qui dé- 
pend de la variable x^ a pour limite 6, lorsque x tend 
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peut donner à x des valeurs assez voi- 
aleiir a pour que les valeurs correspon- 
lîffèrent d'aussi peu qu'on le voudra de la 

lier, on dit que y a pour limite b lorsque 
zéro si on peut donner à x des valeurs 
pour que y diffère de b d'aussi peu que 



I soit pluB petit que , il suffit que x soit plus 

en valeur absolue, car son carrd x^ sera plua pcEil 



de môme, rendre y — i plus petit que 



titcs de X. 

it qu'une quantité croit indéfiniment, si 
valeur absolue, dépasser tout nombre 
nd qu'il soit. 

e quantité croit indéfiniment, elle peut 
3UX façons : soit en étant positive et on 
elle croit' indéfiniment par valeurs posi- 
é tant négative et on dit, alors, qu'elle 
ment par valeurs négatives. 
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Pour représenter un nombre très grand en valeur 
absolue, positif ou négatif, on emploie souvent les 
symboles abrégés +00 ou — 00 . 

Exemple. — Soit la fraction y ■=. . Lorsque x tend vers o elle 

croît indéfiniment. Pour cela, il suffit de montrer que y peut dé- 
passer en valeur absolue tout nombre positif si grand qu'il soit ; 
par exemple que y peut être plus grand que i ooo 000. 
Or, si on prend : 

Valeur absolue de x<i 

I 000 000 

on aura bien : 

Valeur absolue de y ^ 1 000 000. 

Si X est positif, y sera positif; donc si x tend vers o par valeurs 
positives, y croît indéfiniment par valeurs positives. 

Si X est négatif, y sera négatif; par suite, si x tend vers o par 
valeurs négatives, y croit indéfiniment par valeurs négatives. 

8. Propriétés élémentaires des limites. — Les li- 
mites jouissent de certaines propriétés que nous ne 
ferons qu'énoncer (*). 

9. i'^ Propriété. — Si plusieurs quantités ont sépa- 
rément des limites, leur somme a une limite qui est 
la somme de leurs limites. 

10. 2* Propriété. — Si plusieurs quantités ont sépa- 
rément des limites, leur produit a une limite qui est 
le produit de leurs limites. 

Exemple. — Soient y et 5, deux fonctions de :r. Si a: tendant vers 
zéro, y a pour limite b et z a. pour limite c, d'après la première 
propriété, la somme y -\- z a pour limite b -\- c et, d'après la se- 
conde propriété, le produit yz a pour limite bc, 

11. 3® Propriété. — Si dans un produit de facteurs 



(*) Le lecteur désireux de connaître ces démonstrations pourra se reporter 
à notre Cours d'algèbre élémentaire, (Paris, A. Colin et G"), p. 3 12. 
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rs croît indéfiniment et qu'aucun autre 
zéro, le produit croit indéfiniment, 
ier, toute puissance, à exposant entier 
une quantité qui croit indéfiniment, 
is limite. 

BiÉTB. — Si les deux termes d'une frac- 
cément des limites et si la limite du dé- 
H différente de zéro, la fraction a une 
: le quotient des limites de ses deux 



iiÉTB. — Si dans une fraction le r 

lite différente de zéro et que le dénomi- 

ers zéro, la fraction croit indéfiniment, 

>it la fraclion — dont le uumi^ratcur est difTù' 

dô Dominateur tend \era a. la fraction croit sans 

JE. — Si les deux termes d'une fraction 
téro, on ne peut rien affirmer. La frac- 

nte sous la forme indéterminée-, La 

o 
ivoir une limite ou croître indéfiniment, 
limite lorsqu'elle existe c'est trouver la 
.fi la fraction. 



, X — I lead vers zéro; le carrd de x, x^, tend 
tend vers zéro. Donc, x tendant vers i, les deux 
tiou teudentvers zéro, il y a indétermination de la 
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ett divisant haut et bas par [x — i) et lorsque x tend vers i, x -^ i 
tend vers 2. Donc la vraie valeur de la fraction pour x =z 1 est a. 

On a levé l'indétermination. 

Soit encore 



r = 



X^ I 



Lorsque x tend vers i, les deux termes de cette fractiontendent vers 
zéro, il V a indétermination de la forme - — . 
Mais la fraction peut s'écrire 

{x — i) {x-\- l) JC + I 

[x— \f — x — \ ' 

en divisant les deux termes par {x — i). Quand x tend vers i, le 
numérateur {x -^ i) tend vers 3; le dénominateur tend vers zéro, 
la fraction croît indéfiniment (n® 13). 
L'indétermination a été levée. 

15. 6® Propriété. — Lorsque dans une fraction le 
numérateur reste fini et que le dénominateur croît 
indéfiniment, la fraction tend vers zéro. 



Exemple. — La fraction — 5- tend vers zéro quand x croît sans 

x^ 

limite. 

En effet, si on veut avoir 






x'^ 10 000 ' 



il suffit que Ton ait 

X^^ lOOOO, 

c'est-à-dire 

Valeur absolue de x ^ 100. 

On peut donc prendre x assez grand, en valeur absolue, pour que 
— j- soit et reste plus petit que tout nombre donné positif, si petit 
qu'il soit. 

16. 7® Propriété. — Si une quantité positive a une 
limite, la racine carrée de cette quantité admet 
aussi une limite qui est la racine carrée de sa limite. 
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Exemples. — Soit le polynôme 

yzzix^ — 5 a: + 6. 

Si a; croit indéfiniment, j croit indéfiniment et lorsque a; est suffi- 
samment grand, y est du signe de x^ . Or x^ est positif car le 
carré d'un nombre positif ou négatif est positif. Donc y est positif. 

Soit encore le polynôme 

y=. 2X^ + I. 

Lorsque x croit indéfiniment, y croit indéfiniment et quand x est 
suffisamment grand, j est du signe de 2X^. 

Si X est positif, x^ est positif; donc, x croissant indéfiniment par 
valeurs positives, y croît indéfiniment par valeurs positives . 

Si X est négatif, x^ est négatif car les puissances impaires d'un 
nombre négatif sont négatives. Donc, x croissant indéfiniment par 
valeurs négatives, y croît indéfiniment par valeurs négatives. 



§ 3. — Accroissements, Dérivées, Différentielles 

18. Dèûnition de V accroissement. — Lorsqu'une 
quantité variable passe d'une valeur à une autre, on 
dit qu'elle subit un accroissement qui est Texcès de 
la valeur finale sur la valeur initiale. 

Ainsi, si une quantité variable x passe de la valeur a 
à la valeur b on dit qu'elle a reçu V accroissement b — a. 

a est la i^aleur initiale et b la valeur finale. 

L'accroissement peut être positif ou négatif. Il est 
nul dans le cas particulier où la valeur finale est égale 
à la valeur initiale. 

Il est bon de remarquer, de suite, que, d'après la 
définition même de l'accroissement, la valeur finale 
est égale à la somme de la valeur initiale et de l'ac- 
croissement. 

Ainsi, si h est l'accroissement, on a 

b — a =^ h, 

d'où 

b = a -\- h. 
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insidéroDs une fonction y de la variable x. 

. que pour .r = a on ait y = A et pour 

aity = B. 

>nt les valeurs initiales de x et de y ; et b 

es valeurs finales de x et de y. 

ble X ayant reru l'accroissement ô —a, la 

aura subi l'accroissement B — A qu'on ap- 

•oissement de la fonction correspondant à 

Tient b — a de la variable. 

— Considérons la foiiclion 

r=»' + ! (■). 

pour X 1=1 on a y =r6 (valeur initiale) 
pour a; ^ 3 on a y = i4 {valeur finale). 

menl de la variable lorsqu'elle passe de la valeur i à 

correspondant de la 



j- =z 9 (valeur initiale) 
j- ^ 6 (valeur finale). 



nent de la variablo lorsqu'elle pa: 
lest— I — (— a) = + l 
fonction C8t 6 — g =: — 3. 



atioB. — Pour désigner l'accroissement 
,atité on la fait précéder du symbole i. 
désigne l'accroissement de j;, Ay l'accrois- 

jr initiale étant x et l'accroissement Ix, la 
de est X + Ax. 

étions continues. — On dit qu'une fonction 
able X est continue pour x^a si l'accroîs- 
! la fonction qui correspond à un accrois- 
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sèment donné de la variable, à partir de la valeur 
initiale a, tend vers zéro en même temps que Fac- 
croissement de la variable. 

Si on donne à «r un accroissement Aj? il en résulte 
pour y un accroissement Ay ; la fonction est continue 
si Hy tend vers zéro en même temps que Ax. Ceci 
revient à dire qu'on peut prendre Aj? assez petit pour 
que Ay soit aussi petit qu'on le voudra, en valeur 
absolue. 

En d'autres termes, lorsqu'une fonction est con- 
tinue on peut faire varier x assez peu pour que la 
fonction ait varié d'aussi peu qu'on le voudra. 

Une fonction continue varie donc par degrés insen- 
sibles et ne peut pas sauter brusquement d'une valeur 
à une autre. 

Toutes les fonctions que nous aurons à étudier 
dans ce cours sont continues sauf pour les valeurs 
exceptionnelles pour lesquelles elles croissent sans 
limite. Nous l'admettrons sans démonstration. 

22. Déûnition de la dérivée. — Etant donnée une 
fonction y d'une variable x, donnons à cette variable 
un accroissement ^ et soit ly l'accroissement cor- 
respondant de la fonction. Si le rapport -~ a une 

limite lorsque Ax tend vers zéro, cette limite est 
appelée la dérivée de la fonction, pour la valeur x de 
la variable. 

D'une façon plus brève, la dérivée d'une fonction 
est la limite du rapport de l'accroissement de la fonc- 
tion a V accroissement correspondant de la variable^ 

lorsque V accroissement de la variable tend vers zéro, 

A?/ 
11 est bon de remarquer ici que, pour que -r^ 

puisse avoir une limite, il faut que Ay tende vers zéro 
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le temps que A:r car s'il n'en était pas ainsi 
Irait indéfiniment: ceci revient à dire qu'il 
e la fonction soit continue (n°21) pour que la 
existe, 

'xemple I. — La dérivée d'une constante est 
zéro. 

ITet, si une fonction y àe x est constante, 
dire conserve toujours la même valeur, l'ac- 
aient Ay de la fonction, qui correspond à un 
iement quelconque li,x de la variable, est tou- 
lil, car les valeurs initiale et finale de la fonc- 
it les mêmes. On a donc, toujours, 



'xemple IX. — La dérivée de x est égale à 
si on prend 



suite. 



\y --= Ix, 



H^h- 



'ixemple TH. — La dérivée de x' est 2X. 

y=x\ (i) 
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donnons à jr un accroissement Ao:, y prendra lin ac- 
croissement Ay et sa valeur finale est : 

y-\-^y = [x + ^x)\ (2) 

Retranchant les égalités (i) et (2) on a 

= x^+ix\x + {\xY — i:^ = 2j:Ax + ( Aar)^ , 
Divisant les deux membres par Ax, il vient : 

—iL = 2^ + Ao:, 
Ax 

et, quand A.r tend vers zéro, on a 

26. Notation. — Pour désigner la dérivée d'une 
fonction de la variable x on fait précéder cette fonc- 
tion du symbole D^. Ainsi, D^y, D-r/* (:i^) désignent les 
dérivées de y et de f{x). 

Lorsque cela ne peut donner lieu à aucune ambi- 
guïté, on emploie, de préférence, la notation plus 
simple qui consiste à affecter la fonction d'un accent. 

Ainsi, y, f{x) désignent encore les dérivées de 
y et de f(x). 

Soitj=:C, on aura y' •=.o\ 
Si y =: X, on aura y' zzz i \ 
Si y zn x^ on aura y' zzzix. 

27. Théorème. — La dérivée du produit d'une fonc- 
tion par une constante est égale au produit de la déri- 
vée de la fonction par la constante. 



' -1 
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Soient, en effet, y une fonction de x admettant une 
dérivée y' et a une constante. 
Considérons le produit : 

z = ay. 

Donnons à a: la valeur x + Aj:, y prendra la va- 
leur 2/ + Ay, a ne varie pas et z prend la valeur 
11(7/ -i-^y). L'accroissement de z est donc : 

Iz = a{y-i- Ay) — ay = aAy. 

on en tire : 

A^ Atf 

== a — =^ 

Aj7 Aj; 

et, par suite, 

lim(-^)=alim(-^)=«y. 

Z admet donc une dérivée 

z' = ai/. 

28. Dérivées d'ordre supérieur au premier, — 
Lorsqu'une fonction de x admet une dérivée, pour 
toute valeur de x, cette dérivée est aussi une fonction 
de X qui peut elle-même admettre une dérivée. Cette 
dérivée de la dérivée est ce qu'on appelle la dérivée 
seconde de la fonction. De même, la dérivée seconde 
peut admettre une dérivée qu'on appelle la dérivée 
troisième y etc.. 

On nomme, alors, la dérivée, proprement dite, 
dérivée première^ pour la distinguer des autres. 

Exemple. — La dérivée première de x^ est air, sa dérivée seconde 
est 2 X I zz: 2, en appliquant le théorème du n^ 27. 

La dérivée première de x est i. La dérivée seconde est égale à 
zéro. Il en est de même de toutes les dérivées suivantes. 
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29. Notation, — On désigne la dérivée seconde en 
faisant précéder la fonction du signe D*, ou, plus 
simplement, en affectant la fonction de deux accents. 

Ainsi, y, f"{^) sont les dérivées secondes de y et 

Pour les dérivées troisième, quatrième,... /i'*"**, on 
place 3, 4>--- n accents. 

30. Dèûnition de la différentielle. — On appelle 
différentielle d'une fonction le produit de la dérivée 
de cette fonction par l'accroissement de la variable. 

Soit y une fonction de x ayant pour dérivée y\ la 
différentielle est par définition y'^x^ àx étant un 
accroissement arbitraire de la variable indépendante, 
accroissement qu'on considère, en général, comme 
étant très petit de telle sorte que la différentielle 
soit aussi une quantité très petite. 

34. Notation. — On désigne la différentielle de y 
en faisant précéder y de la lettre d ; ainsi, 

dy = y'ix. 

Appliquons ceci à la fonction y=x. On a, par défi 
nition, 

dx= i.\x. 

puisque la dérivée de x est i. 
On a, par suite, 

dx = Aj:. 

La différentielle d'une variable indépendante est 
égale à son accroissement. 
On peut donc écrire 

dy = y'dx 
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La dérivée est le quotient de la différentielle de la 
fonction par la différentielle de la variable. 
dy 

la dérivée. 

Exemple, — La dérivée de x' est ir; la dilTérentielle sera donc 



32. Différentielles d'ordre supérieur aupreznier. 
— La différentielle seconde est la différentielle de la 
différentielle première où l'on considère la différen- 
tielle de la variable indépendante comme une cons- 
tante . 

La différentielle première étant donnée par l'égalité 

dy = y'dx, 

pour avoir la différentielle seconde il faut prendre la 
dérivée par rapport à ^ de y' dx. 

Or dx^ qui est l'accroissement de x, étant une 
constante, la dérivée de y'dx est, d'après le théo- 
rème du n" 27, y"dx. 

La différentielle seconde est donc : 

d{dy)^=y".dx.dx, (i) 

Au lieu d'écrire deux fois le signe dAe la différen- 
tiation, on convient de ne l'écrire qu'une fois avec 
l'indice 2 et alors l'égalité (t) s'écrit, 

d'où on tire : 

d^y 



fJjT r — w —.—'■-; *.-^ 
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La dérivée seconde est donc le quotient de la diffé- 
rentielle seconde par le carré de la différentielle de 
la variable indépendante. 

Prenons, par exemple la différentielle seconde de 
la variable indépendante x, La dérivée seconde de x 
est nulle, donc la différentielle seconde l'est aussi : 

d^x= o. 

33. — La différentielle troisième est la différentielle 
de la différentielle seconde. 

On a donc : 

d^y = d {dHj) = d [y" [dx)^] 
= y" {dxy dx = y^" {dx)' = y"'dx'. 

On en tire : 

,//,_ d'y ^ 

La dérivée troisième est le quotient de la différen-- 
tielle troisième par le cube de la différentielle de la 
variable. 

34. — On définirait, de même, les différentielles 
quatrième, cinquième, etc. /i"*'"% et on prouverait que : 

La différentielle n'^''''' est le produit de la dérivée 
j^umt p^j, i^ puissance /i"^"^ de la différentielle de la 
variable : 

d^'y = y^'^K djf; 

et qu'inversement : 

d^v 
La dérivée n'^'^ est le quotient ^ de la différen- 
tielle n'''"''' par la puissance /i'''"^ de la différentielle de 
la variable indépendante. 
.Toutes les. différentielles de la variable indépen- 

BouRLET. Cours de math. a 
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trois fonctions m, v^ w. Ceci veut dire que, pour la 
valeur jc 4" ^^ de la variable, ces trois fonctions pren- 
nent, respectivement, les valeurs m + Am, c; + A(', 
h^ + Ah' et par suite leur somme prend la valeur 

M + Am + ('+ Ac' + fv + ^w. 

L'accroissement de y correspondant à l'accroisse- 
ment A j? de la variable, est donc 

Ay = m + Am+ (^4- Ac' + fv -f-AH^' — (m+ c + m^) 

ou, en simplifiant, 

Ay = Am + Ac' + A(v. 

On a donc, en divisant les deux membres par Aj;, 

Ay A^/ , A(/ . Afv 



Aj; ^x ^x Ajc 

Or, par hypothèse, lorsque Ao; tend vers zéro, -r — 

i^X 

Ac A(v 

tend vers u'. —^ — tend vers s/ et -i — tend vers ff^, on 

Aj? Aj; 

Aw 
en conclut (n** 9) que leur somme ~- a une limite 

qui est la somme des limites, y admet donc une déri- 
vée : 

y = m' + (^ + m/. 

38. Corollaire. — La différentielle d'une somme de 
plusieurs fonctions est égale à la somme deÉ différen- 
tielles de ces fonctions. 

Soit 

y = u-\-v + {v, 

on a 

y- z=zu' + p' -t- (v' ; 
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iant les deux membres par dx on a 

y'dx = u'dx + v'dx + w'dx 
t s'écrire 

dy ^ du-\-dv -^ dw, 

yrèmein. — Lorsque plusieurs fondions 
chacune, une dérivée, le produit de ces 
idmet une dérivée qui est la somme des pro- 
lus eu remplaçant, dans le produit consi- 
essivement, chacune des fonctions par sa 

e deux facteurs. — Soient, d'abord, « et i» 
ions de x admettant des dérivées u' et v'. 
is montrer que le produit 

y = uv 

■■ dérivée qui est 

y' ■=uv' ~\- vu'. 

s, en effet, à^ un accroissement ^x, il en 
pour « et f des accroissements Au et df. 
dire que, pour la valeur x-\-^x, les fonc- 
V prennent les valeurs «-|-A« et c + i "; 
le produit prend la valeur 

(«4-A«)(<'+M- 

issement du produit y, correspondant à l'ac- 
nt \x de X, est donc : 

iy = (UH- i«) ((. + ic} _ UV 

'ectuant et simplifiant, 

\y = uAp -\- vlu -+■ àu.lv. 



' _£ 
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Divisons par Aj;, et il vient 

Ao: Ax Ao; Aj? ^ ^ 

Lorsque Aj; tend vers zéro, — tend par hypothèse 
vers c/ et — tend vers u'. Par suite, u— a pour limite 
uu' et c'— a pour limite vu\ Le troisième terme du 

second membre de Tégalité (i), — Ac^, se compose de 

deux facteurs: le premier qui a une limite finie m', le 
second qui tend vers zéro. Car v^ admettant une déri- 
vée, est une fonction continue (n® 22) et, par suite, 
son accroissement A(/ tend vers zéro en même temps 
que Ar (n® 21). Le troisième terme a donc pour limite 

zéro. 

Aï/ 

-p- étant la somme de trois termes, ayant chacun 

une limite, a une limite (n*^ 9) qui est la somme des 
limites de ses termes. Donc, y admet une dérivée 
qui est 

y'==: uv' + vu'. 

2** Cas de plusieurs facteurs. — Le théorème, étant 
vrai pour le cas de deux facteurs, s'étend facilement, 
de proche en proche, au cas de plusieurs facteurs. 

Soient M, t', hp' trois fonctions de x^ admettant des 
dérivées, m', p', w'. On peut écrire le produit 

y = iivsv = [uv] h;^ 

en le considérant comme un produit de deux facteurs 
Mt' et w qui adniettenl; chacun uùe dérivée, y admet 



_jfc 
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îvée fournie par la règle précédente (cas 
iurs) 

y' = {uv) «/ + («(■)' w (i) ; 

jue la dérivée de (wc) est uv' + vu' et, en 
valeur dans l'égalité (i), on a 

y' = ufw' H- («1/ -h vu") w 
= uctv' + Uf/W + vu'w. 

le, étant vrai pour trois facteurs, s'étea- 
quatre facteurs, en considérant le pro- 
e quatre facteurs comme le produit des 
i uvw et s et en appliquant la règle éta- 
IX facteurs ; et, ainsi de suite, de proche 



lire I. — La différentielle d'un produit de 
leurs est égale à la somme des produits 
mplaçant successivement chaque facteur 
tntielle. 
it 



y' = vwu' + uwv' + uvvv'. 

\ les deux membres par dx, on a 

:; = wvu'dt 4" uivv'dx -\- uew'dx, 
'-y = vwdu -\- uwdv + uvdw. 

aire II. — La dérivée ou la différentielle 
nce entière et positive d'une fonction s'oh- 
ipliant cette puissance par son exposant, 
'.t, ensuite son exposant d'une unité et en 



■ ""v^r.' '-— -— -» î»- -»— 'r '. x swi w ¥• 
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multipliant le tout par la dérivée ou la différentielle 
de la fonction. 
En d'autres termes si on a 



on a 



y =^u"' 



y' =:mu"''~^u^ 



et 

dy=^mu^'^^du. 

Prenons d'abord un cas simple. Soit : 
ceci peut s'écrire 

y = U'U'U. 

Mais la dérivée de ce produit de trois facteurs est 
(n'> 39) 

y' = u'uu + UU'u + UUU' 

= u^u! + u^u! + y?i£ 
Passons au cas de m facteurs. On a : 

yz=zu'^= uuu... Uy 



où il y a /w facteurs dans le dernier membre ; on en 
conclut : 

y' =zu'uu... u + uu'u..,u + ... 

le second membre étant une somme de m produits. 
Un quelcpnque des termes de cette somme se com- 
pose d'un produit de [m — i) facteurs égaux à m et d'un 
facteur égal à u'. On peut donc écrire 

puisqu'il y a m termes égaux à m"*~* m' 



^■_-i__ 



'< 
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42. Théorème IV. — Lorsque deux fonctions admet- 
tenty chacune^ une dérivée^ leur quotient admet une 
dérivée., qui est une fraction ayant pour numérateur 
V excès du produit de la dérivée du numérateur par le 
dénominateur sur le produit de la dérivée du dénomi- 
nateur par le numérateur^ et pour dénominateur le 
carré du dénominateur du quotient proposé. 

En d'autres termes, soient m et c deux fonctions 
admettant des dérivées u' et v\ le quotient 

u 

admet une dérivée qui est : 

, u'v — V'U' 

y = — V' — ' 

Donnons à a; un accroissement ^x ; u prendra un 
accroissement Aa et v un accroissement A^. Pour la 
valeur x -f- Aj? de la variable," le quotient 

u 

y= — 

^ V 

aura la valeur 

M + Am. 



V + ^v 

L'accroissement du quotient, qui correspond à 
Taccroissement \x de x est donc 

M + Am u J^U'V — ^V'U 

^ v-^^v V [v-^^v)v 

Divisons par Ao: et nous aurons 

» * • 

A// A(^ 

V : U 



Ay \x Aj7 

A.r [v-\- ^v) V 



^ 
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Lorsque Ao: tend vers zéro, A^ tend aussi vers zéro, 
car i^ admettant une dérivée est nécessairement une 
fonction continue (n® 22), i^ -\- ^ç a, donc pour limite i^ 

et le dénominateur de la fraction —^ a une limite v^. 

Aj7 

Par hypothèse — a pour limite m' et — a pour limite 
i^\ le numérateur a donc pour limite (n® 9) u'v — ç^u. 
Le quotient r^ a, par suite (n^ 42), une limite qui est 

, i^u — wV 



2/= ^ 

pourvu que i^ ne soit pas nul. 

43. Corollaire L — La différentielle d'un quotient 
est une fraction ayant pour numérateur V excès du pro- 
duit de la différentielle du numérateur par le dénomi- 
nateur sur le produit de la différentielle du dénomina- 
teur par le numérateur^ et pour dénominateur le carré 
du dénominateur du quotient proposé. 

Soit 

u . . 

y-— (0 

on a 

vdu — udv 



<t)= 



v'' 



En effet, y a pour dérivée : 

vu' — U{^ 



y'= — ^2 — 

multipliant par dx on a 

, , vu'dx — uv'dx 

y'dx = -rr, 
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, vdu — udv 
»y= 3» 



"^^fl^^^W^ 



oroUsdre IL — Toute puissance entière et 
d'une fonction qui admet une dérivée ou une 

tielle, admet aussi une dérivée ou une diffé- 
donnée par la même règle que pour la puis- 

tsitive (n" 41). 

autres termes si 



< o, on a : 

y'=:mu""~'u'. (i) 

dy = mu'"~'du. (2) 

is m = — m', m' étant positif 

>pliquant la règle de dérivation d'un quotient 
ît remarquant que le numérateur est constant, 



emplaçant — m' par/n, 



iémontre la relation (1). 

avoir la relation {2) il suffit de multiplier les 
embres de l'égaiité (1) par dx. 



»i7?' 
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45. Théorème V, — Lorsqu'une fonclion admet une 
dérivée^ sa racine carrée admet également une dérivée 
qui est une fraction ayant pour numérateur la dérivée 
de la fonction engagée sous le radical et pour déno- 
minateur le double du radical. 

Soit u une fonction de x admettant une dérivée 
et soit 

nous allons prouver que : 

^_ u' '. 

En effet, soit Am l'accroissement de u correspondant 
à un accroissement Aj; de la variable ; y subira un 
accroissement Ay qui est la différence de ses valeurs 
pour X ^ix -{- \x. Donc 

\y = ^u+àu — \/u . 

Si nous multiplions et divisons le deuxième mem- 
bre de cette égalité par l'expression conjuguée 

\/u + Âm + \/u 
nous avons 

_ [y/^H-Au — \/â] [\/u+\u-h\/u] 

y/w + Aw -\-\J u 
ou 

M H- Aa — u 

t^y =-7 7=, 

SJ u + ^u -^-Sj u 

A A?^ 

Ay = , = 7=-. 

y u-\-^u-\-\ u 

Divisons les deux membres par Aj?, il vient 

A^ 
Ay A^ 



^^ sju + Aa + \/w 
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[ue ^x tend vers zéro, A« tend également vers 
r M, admettant une dérivée, est une fonction 
5)1 ^u-\-\u a pour limite (n° 16) \fïrei le 
dateur a une limite a^u. D'ailleurs, par 



oroUaire. — Différentielle de la racine carrée 

mclion. 

lation (1) qui précède donne 

, , u'dx 
y ax = ;=- , 

^ V« 

, du 

dy = ^-—. 

2 \Ju 

énéralisation (')- — Dérivée et différentielle d'un 
uelconque. 
une fonction de la variable x admettant une déri- 

soit 3/ sa racine m''"" : 



k l'EcaU des Bea 



irac tares plu a 
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^9 



Il suffît de prouver le théorème pour la dérivée. 
Donnons à x, un accroissant àx et soit ^u Taccroissement 
correspondant de u. On aura : 



Pour transformer cette égalité, nous nous servirons de 
l'identité bien connue : 



qui s'écrit : 



min _^ /«Wl 



-ni — 1 J_ /.-m — 2 _1. /.2 -m — 3 



+ C 



4-c^ 



H- ...+C'» 



-1 • 



Aj = 



Dans cette identité remplaçons z par |/«-f-AM et c par 
y^ et il vient : 

Lu 



Ar 



ni-i 



Divisons les deux membres par Ao: et nous aurons : 

Aa 
Ax 

'v^(a-f Aaj'«-i+7M(«-|-AMj'"-2 -f- 7«M" + ^«)'"~ '+ • • • + v'" 

Lorsque Ax tend vers zéro, le numérateur tend vers w', cha- 
cun des termes du dénominateur a pour limite y a'"~* et, 

comme il y en a w, le dénominateur a pour limite ni!/u!^~^. 

^x 

u' 



—^- a donc bien une limite qui est : 



m 



7" 



in — 1 



48*. Déûnition. — Etant donnée une fonction u de la varia- 
ble X et une fonction y de la variable. «, y est dite fonction de 
fonction de x., 

Ainsi, vu, u^. — s- sont des fonctions de fonction. 



A 
%t 

■A 
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— Si y, considérée comme fonction de la 
'.rivée par rapport à u, et si a, fonc- 
•ivée par rapport à x, y, fonction de 
dérivée par rapport à x qui est lepro- 

érivée de y par rapport à m et par 

ssement àx et soit Au l'accroisseinent 
:et accroissement Au de u correspond 
Ay. 

3 zéro. -T — aura pour limite u^ et A« 

ir ,. . , 

juit que -7^— aura pour limite y„. 

, que nous désignerons par y^ et qui 



La différentielle d'une fonction de fonc- 
si la variable dont elle dépend immé- 

yL=yû- "il 

inc égale à la dérivée de y par rapport 
Térentîelle de u. Cette différentielle a 
3 que si u était une variable indépen- 
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51*. Remarque, — Le corollaire précédent ne s'étend pas 
aux différentielles d'ordre supérieur au premier. 
Soit 

u étant fonction de x, on a : 

dyz=Lf {u) du. 

Prenons la différentielle des deux membres. Le second 
membre est un produit de deux facteurs, /'(w) et du. Le pre- 
mier f{u) est une fonction de fonction, sa différentielle est 
donc f'{u) du, La différentielle du second est d^u. On a 
donc : 

d^y=if(u)du^+f{u)d^u. 

On voit que la forme diffère de celle où u est la variable 
indépendante. Ceci tient à ce que la différentielle seconde de 
la variable indépendante est nulle (n** 32). 

Si M =x, 

on a : d^u = d^x == o 

et la formule précédente devient : 

d^y=if'[x)dx'^. 



§ 5. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

SIMPLES 

52. Dérivée de x*^. — La dérwée de x^ est maf' ~ *, 
m étant un entier positif ou négatif. 
On sait (n®' 41 et 44) que 

{ury^mu'^-'^u'* (i) 

Posons u==x, La dérivée^de x est égale à i et l'éga- 
lité (i) devient 



•j' 



.^ji. 
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férentielle de 


^. — 


On sait aussi 


que 






iu- = 


mur- 'du. 




osant 


-Soit 


dx'' = 

y 
f 
ày 


maf'-'dx. 

— x'-, 




même, b 




y 
* 


= 0^, 

- 6a:», . 
= 6a:' dx. 






y= 


(^) = 


.{x-'Y^-x-'' 


=- 




d,= 


-•i'"- 






y = 


■^' 








/ = 


(^y 


= {jc~'y = -»a: 


.= 




* = 


~ 1^ 


ix. 





rfr^-~ia:. 

. Dérivée de Ax"". — En appliquant le théorème 
"21, la dérivée de y ^ Ax"" est 

y i^ niAx"'"' 



;t —n-ijr^-^ 






~Y^ — > ^ « ^V9 ' 
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quel que soit /w, entier positif ou négatif. 

Exemples. — Soit y = /^x"^ on aura : 



33 



Soit encore 



dx 


r': 


= 28 x«, 


dx^ 


-y" 


— 168 x^, 


d^y 
^dx^' 


— r'" = 840 xK 




y — 


a 



x 



e/ic ""-^ ~ x^' 

dx^ ^^ ^ x^' 






54. Dérivée d^un polynôme entier. — Tout poly- 
nôme entier en x est une somme de termes de la 
forme Ax^. Or la dérivée de Ax^ est pAx^~^ (n° 53). 
La dérivée du terme constant est nulle. La dérivée du 
polynôme est la somme des dérivées de chacun de 
ses termes (n° 37). On en conclut donc la règle sui- 
vante : 

La dérwée d'un polynôme entier en x s'obtient en 
multipliant chaque terme par l'exposant de x dans ce 
terme et diminuant^ ensuite^ Vexposant de x dune 
unité. 

Cette règle peut encore s'appliquer au terme cons- 
tant, qui peut être considéré comme contenant x à 
l'exposant zéro. 

Exemples. — Soit 

j = a;* — Sx^ -\-^x-\-it 

BouRLET. Cours de math. 3 
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5. Produit de deux polynômes.— Sachant calculer 
lérivée d'un polynôme, nous obliendions la dérî- 
d'un produit de polynômes (n" 39j en appliquant 
)rmule 

[uv]' = iiv' 4- vu'. 



= (x^ + x+0'+[ï.^+')(^-3). 



î. Dérivée d'une fractioD rationnelle. — Une 
tien rationnelle ùtant le quotient de deux poly- 
les entiers, puisque nous savons calculer la déri- 
d'un polynôme, nous obtiendrons, de suite, la 
ivée de la fraction en appliquant {n" 42) la formule 



"~. -1^'-T -< ■»» 
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et on a alors facilement la dérivée : 

, 4^ (^'* — ^'^) — (4^^ — ^-ï^) (a-ï^^ + 2) 

y _ 



/=- 



Axii — ix^ — .r*) 
x^ [x^ — I;^ 



57*. Dérivée de jc^\ (m quelconque) (^). — Bans tons les 
cas, que m soit entier, fractionnaire, positif ou négatif, on a 

dx"^=:mx^^- * dx. 

Nous avons vu (n*** 41, 44 et 52) que ceci est exact lorsque 
m est entier, positif ou négatif. 11 reste donc à le prouver 
quand m est fractionnaire. 

Supposons d'abord m fractionnaire positif, m= ~ . Par déli- 
nition d'un exposant fractionnaire {*), on a : 

j^ 

X"' =X9 = yxP y 

posons 

u = xP 
d'où 

On a donc, en appliquant la règle du n° 47*, 

du 
dx"'= — : 

qyu<i-^ ' 

Or 

du =z pxP ~ * dx, 

et 

M'/ - 1 — [xP )î - i = XM - V, 



(*) Toute la fin de ce chapitre ne fait pas partie du cours professé ù 
l'Ecole des Beaux-Arts. Elle suppose que le lecteur a des connaissances 
assez complètes en trigonométrie rectiligne. 

(') Nous supposons ici que le lecteur sait ce qu'on entend par puis- 
sances ù exposants fractionnaires et négatifs. 



. - -^ . ^ . . , ■ • 
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i: 



on en 


conclut 






















Jx"» 


— 


pxP-^ 

q 'l^xvH 


dx 

— V 




pxv 

PI. 
qx 


n 


1 



dx 



et, enfin, 



q 'i q 



Comme — = m, ceci s'écrit 

dx^=imx^^ - ^ dx, 

ce qui est bien la formule annoncée. 

Dans le cas où m est fractionnaire négatif, il suffit de recom- 
mencer la démonstration faite au n° 44. 



EXEMPLES ; 



î 2 

dx ^ z=. ■— X ^ dx =■ —-X 



^ dx = 



^dx 



1 » 



3x3 



É? /x* = dx * ^ — x * dx=z — X "* dxzz: — y xdx; 

4 4 4 

58*. Dérivées des fonctions circulaires, — Un cercle 
trigonométrique est un cercle de rayon égal à i, sur lequel 
un sens positif de parcours est défini. 

Etant donné, sur un cercle trigonométrique, un arc x, posi- 
tif ou négatif, on définit, en trigonométrie, le sinus, le cosinus 
et la tangente de cet arc. A toute valeur de x correspondent 
donc des valeurs bien déterminées du sinus, du cosinus de la 
tangente. Ces trois quantités sont donc des fonctions de a: ; ce 
sont ces fonctions qu'on appelle fonctions circulaires, et dont 
nous allons calculer les dérivées. 

59*. Xreizime. — Le rapport d'un sinus à son arc tend vers 
i lorsque l'arc tend vers zéro. 
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mpliciteinent dans cet énoncé que l'unité d'arc 
la longueur est égale à celle du rayon. 
' un arc. Il s'agit de prouver que 



3 



d'abord l'arc x positif. Puisqu'il tend vers zéro 
[S le supposer plus petit que — . Soit, alors, AM 
cet arc ((ig. i). Abaissons de M 
la perpendiculaire MP sur le rayon 
OA et prolongeons le rayon OM 
jusqu'en son point de rencontre 
T avec la tangente en A au cercle. 
Le rayon OA étant pris pour unité 
et l'arc .r étant compris entre o et 
—, toutes les lignes trigonométri- 
ques sont positives et on a : 
. , MP = sin .r, 

AT = taog X. 

compare les aires des deux triangles OMA et 
du secteur 0^[A, on a, maniTestenient : 



X 0A<--- arc AM X 0A< 1 ATxOA. 

s trois membres par — OA, et 11 vient : 
MP<HrcAM<AT, 



^<j:< ! 
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puisque, comme on sait, 

tang X = 



eos X 



Divisons les trois membres de la dernière inégalité par 
sin X et il vient finalement, 



.r I 

i<-7Tr-i< 



sinx ^ cosx 



Ceci posé, faisons tendre jp vers zéro, par valeurs positives : 
cosjc qui est égal à OP (fig. i) tend vers i, car M tend vers 

A et par suite OP tend vers 0A= i ; tend aussi vers 

* ces X 

X . . I , 

I et — : qui est compris entre i et a donc pour 

sin X ^ ^ cos X *^ 

limite i. 

Supposons, maintenant, .r négatif, 
Posons 

x=. — x' 

od sera positif. On a, d'ailleurs. 



sin X sin ( — jc') — sin x' sin x* 

Or, quand x tend vers zéro par valeurs négatives, x^ tend 
vers zéro par valeurs positives, donc -4 — j tend vers i. La 

sin X 
X 

quantité — . qui lui est toujours égale a aussi pour li- 

mite I. 

X sin X I 

— : a pour limite i. Son inverse a pour limite — 

sin a; ^ jc * T 

ou I. 

60*. DÉRIVÉE DE sin x. — La dérwée de sinj: est cos.r. 

Soit 

y ^z sinx. 

Donnons à x l'accroissement A.r, y prendra l'accroisse- 
ment 

Ay ^ sin [x -j- Ajc) — sin x . 



T - «♦•- 



1 . 

T 
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Transformons, éri appliquant une formule connue de tri 
gonométrie : 



. A,x- / , Ax\ 
A/ := 2 sm ces 1 x -J ^ ) . 



2 V 2 / 



on en conclut : 



. Ax 

sin 

Ay 2 

--— =: — CCS 

Ix ^x 



h^y 



sin 


\x 

2 


A 


X 



Quand Ax tend vers zéro, le rapport — d'un sinus à 

son arc tend vers i, d'après le lemme; cos (.r-j ) tend vers 

cosx et, par suite, on a : 

lim — ^ =: y = cos x. 

^x -^ 

On a donc 

d (sin x) :=! cos x dx. 

61*. DÉRIVÉE DE cos X, — La dérivée de cos.r est — sin x. 
Soit 

j =r cos X. 

Donnons à x un accroissement A.r, y prendra l'accroisse- 
ment : 

Aj = cos (x + Aa;) — cos X . 

OU, d'après une formule de transformation connue, 



. . ùiX . / lx\ 
àY:=z — 2 sm sm \x-\ |. 

\ ^ / 



On en tire : 

A X 
sm 
A 



r 2 . / Ax\ 

^ = . sm \x-\ j 

X Ajc y ^ / 




■T -^ 9 ■■ - y W 



•r -.- ■.- 
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4i 



^r 



! ^ est le produit de deux facteurs. Quand Ix tend vers zéro, 

1 . . Ar 

le premier tend vers — i , le second tend vers sin .r. Donc -r^ 



a une limite qui est 



On a donc aussi : 



)• zz: — smx. 



d (cosx) = — sin x, dx, 
62*. — DÉRIVÉES DE tang .r, cotang jc, séc x, coséc x. 



i®/-a dérivée de tang.r est 
On a, en effet. 



COS^JC 



OM I -h tang'.r, 



tangx =1 



sin X 
ces j; 



Pour avoir la dérivée de tang x, il suffît donc d'appliquer la 
règle qui donne la dérivée d'un quotient (n° 42). On a donc : 



d tang X 



ces X 



ds'in X 
"Ibc 



sin X 



d ces X 
dx 



dx cos'* X 

d tang X cos'^ x -\- sin"^ x i 

dx ~- 



ces '^ x 



ces* X 



I -f" tang'^j:. 



2* La dérivée de cotansrx est 



On a : 



Donc : 



sin^jf 



cos X 
cotang X z=. — r 



ou — ( ' + cotang' 



'xj. 



sin X 



dcosx dsitix 

, sin a: ■ • — cos x ; 

d cotang x dx dx , 



dx 



sin^x 



d'où, 

^cotang j: — sin^ x — cos^ x 



dx 



sin^ j; 



sin"*^ X 



= — [i + cotang- j:-]. 



3° La dérivée de séc x est 



sin X 
cos^ x' 
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- Calculer la dérivée de 



c fouctioti de roncUon [u" 49') . 
dy ~ cos II. du. 



^ -. --,,,^-^„,^.-- - „^- , - -,- -^ ^ vi^ ^ .^ ^ ,,,_.^,vv^^. 
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Sotï à calculer la différentielle de 

y =: cos y.r- -f- i . 



Posons 
on a : 
Donc 

Or 



u =z yx'^ -{- I, 

y = cos M. 

dy -rz: — sin u. du. 



, JT dx 

du z= 



V^x^ + I ' 



par suite, 



, — '. X dx 

dy — — sin Vx'+i. j- - . 



i*. Dérivées des fonctions circulaires inverses. — 
Fonction inverse du sinus. — Etant donné un nombre x, 
compris entre — i et H- i , on montre en trigonométrie quil 

existe toujours un arc t/ et un seul compris entre — — 
et + — 1 (sur le cercle trigométrique de rayon i) tel que l'on ait 

sin y z= jr. 

On fait ainsi correspondre à tout nombre .r compris entre — i 
et 4- 1 un nombre y compris entre — 7 et -p ; on définit donc une 

fonction y de la variable x qu'on appelle la fonction inverse du 
sinus et on écrit : 

y zz: arc sin x ; 

ce qui se lit : arc dont le sinus est xi 
On sait aussi qu'en dehors de Tare y, compris entre — — et 7, 

il y en a une infinité admettant pour sinus le nombre x et com- 
pris dans les formules. 



k 
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OÙ A: désigne un entier arbitraire, positif ou négatif. Les va- 
leurs de z, qui ne diffèrent de -h "y ou — y que par une cons- 
tante, sont ce qu'on appelle les diverses branches de la fonc- 
tion inverse du sinus : arc sin x, 

65*. Dérivée de arc sin.r. — Cherchons la dérivée de la fonc- 
tion arc sin x. — D'après la définition précédente, dire que 

y = arc sin .r, (i) 

c'est dire que 



sin 



y=zx. (2) 



Admettons V existence de la dérivée et écrivons que les dif- 
férentielles des deux membres de l'égalité {-i) sont égales, 
siny est une fonction de fonction (n** 48*); sa différentielle a la 
même forme (n** 50*) que si y était une variable indépendante ; 
on a donc : 

ces j. dy ■=. dx. 



d'où 



dy 



dx cos y 



Or, 



cos j ;= zhyi — siu-^j 

et, en vertu de (2), 

cos J = it V I — x'^ ^ 

d'où 

dy _ I 



dx ^^i—x^ 



La dérivée de arc sinx est donc zfc 



Le double signe dz s'explique aisément parce que la fonc- 
tion a plusieurs branches. Si on prend y compris entre — - 



et -+- - ,cos y est positif et on doit prendre le signe + ; de 
même, si on prend la branche ikiz -f- y qui a même dérivée 



P ■ » li » igJMMIMPlPIBPWr^'"''.^ '~"~ ^^~^ ~ ~ •• -j^ - - r, « 
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que y puisque la dérivée de la constante îA'it est nulle; mais si 
on considère la branche (aA*+ 1)1^ — y, sa dérivée est égale et 
de signe contraire à celle de y et est, par suite, négative. 

66*. Fonction inverse du cosinus. — Etant donné un 
nombre .r compris entre — i et + i, il existe, comme on sait, 
un arc y, et un seul, compris entre o et tz, tel que l'on ait : 

cos y =^ X. 

A tout nombre x, compris entre — i et + i , on fait ainsi 
correspondre un nombre y, compris entre o et t:; on définit 
donc une fonction y de la variable x. C'est ce qu'on appelle la 
fonction inverse du cosinus et on écrit : 

j = arc cos x ; 

ce qui se lit : arc dont le cosinus est x. 

En dehors de l'arc y, compris entre o et tu, il y en a une in- 
finité d'autres, qui ne diffèrent de ± y que par un multiple 
entier de circonférences, et qui admettent même cosinus. Ils 
sont compris dans la formule : 

z =z ^ k Tz dtz y, 

où k désigne un entier positif ou négatif. Les valeurs de z sont 
les diverses branches de la fonction arc cosj:. 

67*. Dérivée de arc cosx. — D'après la définition qui pré- 
cède, l'égalité 

y =: arc coso: (i) 

équivaut à l'égalité 

cosj HZ x. (2) 

Prenons les différentielles des deux membres de l'éga- 
lité (2). 

Il vient : 

— sin y. dy = dx, 

d'où on tire : 

dy I 

dx sin y 



E MATHEMATIQUES 



;n verlu de l'égalilé (a) 



<i dérivée de arc c 



i on prend pour t/ Tare compris entre o et it, son sinus est 
itif et on doit prendre le signe ( — ) devant le radical, 
our une autre branche de la fonction le signe à choisir 
lit {— ) ou (+J suivant quelle est de la forme aAïc + y ou 



V. — On remarquera que les dérivées de arc cos n: et 


sin j- sont égales 


au signe près. 


ad s'esplique ais. 


émenl car ces deux arcs sont complémen- 


;s puisque le co 


inus de l'un est égal au sinus de l'autre, 


; deux étant égaux à .c. 


)'. Fonction in 


ERSE DE LA TANGENTE. — Etant douné 


lombre quelconq 


e j:, on sait qu'il existe toujours un arc y, 


n seul, compris 


entre — - et + -^ tel que 




latigj- - X. 


tout nombre .r o 


n fait ainsi correspondre un nombre y et. 


suite, on défini 


une fonction y de la variable x. C'est 


|uon appelle la fonction inverse de la tangente et on écrit ; 




J- — arctangj-, 


c qui se lit : arc 


dont la tangente est -c. 


a dehors de lart. 


y, compris entre - — et H — , il y en a 



infinité d'autres qui diffèrent de celui-ci d'un multiple quel- 



1 
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conque de demi-circonférences et qui ont même tangente. Ils 
sont compris dans la formule 

OÙ Â: désigne un entier arbitraire, positif ou négatif. Les va- 
leurs de :; sont les branches de la fonction arc tang x dont y est 
la première. 

70*. Dérivée de arc tang x, — D'après ce qui précède, 

l'égalité 

y z=. arc tangj:, (i) 

équivaut à l'égalité 

tangj = X, (2) 

En admettant Yexistence de la dérivée de y, prenons les diffé- 
rentielles des deux membres de l'égalité (2), On a (pP 62*) : 

(i + tang2 r) dy = dx. 
On en tire : 

ÈL — ——1—; 

dx I + tang^j 

OU, en vertu de l'égalité (i), 

dy _ I 



dx 1 -{- x'^ ' 

La dérivée de la fonction arc tano:.r est donc — ; -, 

' ° I + x^- 

IV. Fonction inverse de la cotangente. — A tout 
nombre x, Fégalité 

cotang j z=z X, 

fait correspondre un arc y, compris entre o et tu, et un seul. 
On définit donc ainsi, une fonction y de la variable x qu'on 
appelle la fonction inverse de la cotangente et qu'on désigne 
par la notation 

y izz arc cotang.r ; 

ce qui se lit : arc dont la cotangente est x. 



_Â > 



w 






t 












f>--. 
"y 

■ v; 

f--5 
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En dehors de l'arc y compris entre o et tu, il y en a une in- 
finité, compris dans la formule 

z = kTz + y, 

qui ont même cotangente que y ; les arcs z sont les diverses 
branches de la fonction arc cotang jc. 

72*. Dérwée de arc cotang .-r. — L'égalité 

y =. arc cotang x (0 

est, par définition, conséquence de l'égalité : 

cotang y =1 X, (2) 

En admettant Vexistencc de la dérivée de y, prenons les 
différentielles dès deux membres de l'égalité (2) et il vient 



1^ K62*): 

|; — (i + cotang^v) dy z=z dx, 

d'où 

dy I 

dx I -f- cotang*-^ r 

ou, en vertu de l'égalité (2), 

dy I • 

dx ~~ I -\- x'^.' 

« 

La dérwée de la fonction arc cotant .r est donc : ; 5. 

' ^ I 4- ar-* 

73*. — On remarquera que les deux fonctions arc tang x et 
arc cotang x ont des dérivées égales et de signes contraires. 

Ceci s'explique car ces deux arcs sont complémentaires 
puisque la tangente de l'un est égale à la cotangente de l'autre 
égale à x, 

74*. Applications. — Calculer la différentielle de arc sin \x* 
Posons 

y X = H, 

il vient : 

j zz arc sin yx =: arc sin a ; 







par suite, 
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du 
dy = 



y/i — ii=* * 



Or 



dx 
u^zizx, et rfwzz 



on a donc 



^x 



dx dx 



'X^X^l X 2V^x(l X) 



X 



Calculer la différentielle de Arc tang -7- où k désigne une cons" 



k 



tante . 














Soit 




















X 

y arc tang-j- • 






On a: 
















dy=- 

I 


< 


t) 


A '^^ 




A-^.r 




+ 


©" 


1 ** 


x2 + k^ 


Calculer 
Soit 


la différentielle de j 
y ar( 


arc ces y i- 


— X 
X» 


• 




; ces y I — 




on a : 
















dy- 






* 




dx 




d\/l- 


'X 


V/i —X 




V^ 


i-(v/r 


-Y 


I — I +a: 








//v 


dx\ 


• 






ay _ 


\' X (i — x) 





75*. Dérivée de la fonction logarithmique. — Dans ce ' 
qui va suivre, nous rencontrerons des expressions de la forme 

(1 -4- a) a et nous aurons à chercher leur limite lorsque a tend 
vers zéro. 

BouRLET. Cours de Math. 4 



r' f*" - >;•' ». ."- ■-■'^"nçyiy 



5a COURS DE MATHÉMATIQUES 

Pour ne pas être entraîné dans des développements trop 

longs, nous admettrons^ sans démonstration, que (i-|-a) « a 
une limite quand a tend vers zéro. 

Cette limite est ce qu'on appelle le nombre e, qui est un 
nombre irrationnel. 

Les premières décimales de e sont : 

e =z 2,718 281 828. . , 

Ce nombre e joue un rôle très important dans la science 
mathématique. 

76*. DÉFINITION (^). — Nous rappellerons d'abord, som- 
mairement, la définition et les propriétés des logarithmes que 
nous supposerons connues. 

Soit a un nombre positif appelé base du système des loga- 
rithmes et X un nombre jD05m/ arbitraire. : 

Il existe toujours un nombre réel y, et un seul, tel que l'on 

ait : 

av = X. 

C'est ce nombre y que l'on appelle le logarithme du nombre 
X dans le système de base a et on écrit : 

y = loga X. 

Le logarithme du nombre x est donc l'exposant de la puis- 
sance à laquelle il faut élever la base a pour obtenir x, 

A tout nombre positif x on fait ainsi correspondre un nom- 
bre y; on a donc défini une fonction de x. C'est cette fonction 
qu'on appelle la fonction logarithmique et elle n'est définie que 
pour les valeurs positives de la variable. 

77*. Propriétés. — Comme 

flO iz: I et à^ :=. a. 



(*) Nous supposons ici que le lecteur sait ce qu'on entend par puis- 
sances à exposants fractionnaires et négatifs. 



1 
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on a toujours 

logaI = 0, et loga=:l. 



loga X^ = k. loga ar. 

78*. Logarithmes népériens. — On appelle logarithmes 
népériens les logarithmes dont la base est le nombre e défini 
plus haut. Ces logarithmes sont encore appelés parfois loga- 
rithmes hyperboliques ou naturels. 

On désigne ordinairement un logarithme népérien par le 
symbole L au lieu de log. 

Ainsi Ljt signifie : logarithme népérien de x. 

Puisque e* = e, on a Le = i . 

79*. DÉRIVÉE DE loga X. — Soit 

Donnons à x un accroissement Ax, il en résulte pour y un 
accroissement 

A/ =z loga (^ + ^X) — loga X. 

Ceci s'écrit, d'après la seconde propriété des logarithmes 
(n« 77*) 



I 



Le logarithme dÛun produit de plusieurs facteurs est égal à la 
somme des logarithmes des facteurs : ^ 

loga X x'x" =: loga X -\- loga x' + loga x"» 

Le logarithme d'un quotient est égal à l'excès du logarithme 
du numérateur sur le logarithme du dénominateur. 

X 

loga — r = loga X — loga a:'. 

X 

Le logarithme d'une puissance est égal au produit du loga^ % 

rithme de la base de la puissance par V exposant. ,j 






A. . ^'C^^tf. 
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on a donc : 



i-=^-H.(.+-^)- M 



Posons : 



X 



a, d'où Aar=flLr. 



Quand Ax tend vers zéro, a tend vers zéro. 
L'égalité (i) devient : 

or, d'après les propriétés des logarithmes (no 77*) 

— log« (i + a) = loga (i + a) * ; 

donc : 

Ar I - 

^=-log„(, + a)«. 

Gela étant, lorsque Aj: tend vers zéro, a tend vers zéro, 

(i -H a) * tend vers e et, par suite, log^ (i + a) * a pour limite 
loga e, en admettant que le logarithme est une fonction conti- 
nue, -p- a donc pour limite — log^e et on a : 

dy ^_J__^^ ^ _ __^ 

dx X ' ^^ xha ' 

car logaC = -j^ . 

En effet, on a, par définition du logarithme^ 

La 

e = a. 

Prenons les logarithmes des deux membres de cette- égalité 
dans le système de base a et il vient, en vertu de la troisième 
propriété (n«77*), 

La. loga e = loga a = I 



L. 



ywr»:^V' ■■ 



# _ # 



DERIVEES DES FONCTIONS SIMPLES 



53 



d'où 



^^^«^^T^- 



En particulier, la dérivée de Lr est — , car si la base a est e 



on a : 



or, Ze= I, donc 



fl?La; I 

dx X 



dhx I 

X 



dx 



80*. Applications. — Soit u une fonction de x, et soit 

y = Lm. 

^ est une fonction de fonction et on a : 

du 



Ainsi, si on prend u-=x -\- a, 

dlj[x-\- a) 



u 



dx 



X -\- a' 



Calculons la dérivée de 

Posons 

u ■=z X -{■ \x^ + k* 
On a 



=[ 



£?M = I I -|- 



IX 



^X^-^-k 



] 



dXf 






D'ailleurs, puisque 



y = La, 






y' ••'~^:i^!hr^ 



r 



r: 
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on a : 

du 



Donc : 



dy = 

'' u 



-+v^-^+^^ 



dy 



_ \/ x^ + k _ dx 



^^ \/a:2 -I- it ' 

Ce dernier exercice est fort important pour le calcul intégral. 

81*. Dérivée de la fonction exponentielle, — « étant 
un nombre positif appelé base et x un nombre quelconque 
appelé exposant, si on écrit Tégalité. 

y — a^ 

on fait correspondre à tout nombre x un nombre y qui est 
une puissance d'exposant x et de base a. On a défini ainsi une 
fonction y de la variable x qu'on appelle la fonction exponen- 
tielle, 

82*. DÉRIVÉE DE a*. — En admettant Y existence de la dérivée 
de a nous allons la calculer. 
Posons : 

y — a^ (i) 

on en déduit (n^ 76*). ^ 

\o^ay — x. (a) 

Prenons les différentielles des deux membres de l'égalité (a), 
il vient : 

dy 



d'où 



loga e -zzdx 



dy z=z -^ nz La.r.rfo? ', 

^ logae ^ 



m* iÇiÇ^»^»^' "T ^ i •• Y . »• « 
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OU, en tenant compte de l'égalité (2), 



dx loga e 



car La = — L- 
loga e ' 



La dérivée de a* est donc a^ La. 
En particulier, la dérivée de e^ est e'; car 

de^ 



dx 
puisque Le = i . 



=z e* Le ^ e^ , 



2 
83*. Applications. — Calculer la dérivée de e* • 



dy ■=. e**. dx"^ -=. e** ix,dXj 



dx 



Calculer la dérivée de à^ , 



m e-^* ax. 



Soit 



y — a^\ 



dy = a**, ha.dx* =z a^^Xta.^x^ dx, 

—i-- ■=. 4^3 a^* La. 
dx 



Calculer les dérivées de e' + e~*'. 
Soit 



► — X 



yz=.e^ + e" 

on a : 

dy=.e^ dx-^-e-^d ( — x) = [e^ — e- ') rfx, 

-^ z= e^ — e- ^. 
aa; 

rf2jr z= [e^ dx — e- * rf ( — x)] dx =. {e^ -\- e- ^) dx^, 

dh 

^ = e^+e-'=y. 



-,' •— ..ii;j.iwppii|]i«;i 
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Tableau des dérivées des fonctions les plus simples 



,o.™. . 


DÉRIVÉE 


Constante 





X 


I 


X'" 


mx"-' 


T 


-i- 


"P" 


~ 3^*^ 


vT 


w^ 


v'x 


«.Tï^ 


Min X 


cos j- 


cos* 


— sin j: 


langx 


■ + "°8''=^ 


colang X 


-(.+..u.g..) = -^ 


U 


i 


logfll 


^=^ 


gi 


e- 


a' 


a'-La 


arc sin X 


^.-x. 


«rc C08 ^ 


• -,. 


arc tang x 


■+l' 


arc cotang 3; 


,+x. 


L(:c + ^x' + *j 


7?+T 



ji -«, r* 



CHAPITRE II 

APPLICATION DÈS DÉRIVÉES A L'ÉTUDE DE LA 
VARIATION DES FONCTIONS 



§ I. — Croissance et décroissance 

84. DèSnitions. — On dit que x est compris dans 
Vintevvalle («, b) si x est compris entre a et b. 

Si on a : 

a<c<d<b^ 

on dit que les intervalles («, c), (c, <i), (cf, b) partagent 
l'intervalle («, b) en intervalles partiels. 

L'intervalle (a, ^) est dit compris dans Tintervalle ^ 
(«, i) si a et ^ sont compris entre a et 6. 

85. DèSnitions. — On dit qu'une fonction f[x) est 
croissante lorsqu'elle varie dans le même sens que 
la variable indépendante, c'est-à-dire lorsqu'à la plus 
grande valeur de la variable correspond la plus 
grande valeur de la fonction. 

Précisons : soit une fonction f{x) de variable x, on 
dit que la fonction est croissante dans Tintervalle 
(«, b)^ a et b étant deux nombres donnés, si x' et x'' 
étant deux nombres quelconques compris entre a et 6, 
^ étant plus petit que x'\ on a 

f{x')<f{x"). 
Une fonction f{x) est dite décroissante si elle varie 



K. 
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en sens inverse de la variable, c'est-à-dire si elle 
augmente quand la variable diminue et si elle dimi- 
nue quand la variable augmente. D'une façon plus 
précise, une fonction f[oc) est dite décroissante dans 
ervalle [a, b) si en prenant deux nombres quel- 
ques, j/, 3^' compris entre a et 6, j/ étant plus 
tque x", on a 

flx")>rtx'). 



montrons que cette fonction ei 

enonsdeui nombres dilTérents 3^, x' tels qu'o 



a retranchant 3 à chaque a 



lis ïx' — 3 est la valeur de y pour ar =:: i' et îx" — 3 est sa 
irpour^c — x". 

isque x' < x", j- augmente quand x augmente. La fonction est 
croissante, 
it la fonction 



5. Théorème I. — Si une fonction est croissante 
is un intervalle^ sa dérivée, si elle existe, est positive 
nulle pour toutes les valeurs de la variable com- 
tes dans cet intervalle. 

Considérons une fonction y de variable x, suppo- 
LS que.:c ait une valeur comprise entre a et è et 
! la fonction soit croissante dans l'intervalle {a, b). 
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Donnons à j? un accroissement Aj; assez petit pour 
que X'\- ^x soit compris entre a et 6 ; il en résulte 
pour y un accroissement ^y. 

1° Si ^x est positif, la valeur finale x-^^x est plus 
grande que la valeur initiale x^ dont x a augmenté, 
il doit en être de même pour y et par conséquent Ay 
est positif. Le numérateur et le dénominateur de la 

fraction -r^ étant positifs, la fraction est positive. 

2° Si Aj; est négatif, la valeur finale x-\- ^x est plus 
petite que la valeur initiale x^ donc x a diminué, il en 

est de même pour y et par conséquent Ay est négatif. 

A'y 
Les deux termes de la fraction -p- étant négatifs, 

la fraction est encore positive. 

Dans les deux cas, -r^ est positif. La limite de -—- 

^x ^ ' ^x 

est nécessairement positive ou nulle, elle ne peut 
pas être négative. 
On a donc : 

y^o. 

87. Théorème II. — Si une fonction est décroissante 
dans un intervalle^ sa dérivée^ si elle existe^ est néga- 
tive ou nulle pour toutes les valeurs de la variable 
comprises dans cet intervalle. 

Considérons une fonction y de variable x, suppo- 
sons que X ait une valeur comprise entre « et è et 
que la fonction soit décroissante dans l'intervalle 
(a, b). 

Donnons k x \xxx accroissement A.a; assez petit pour 
que x-\- ^x soit compris entre a et è. A Taccroisse- 
ment kjc de la variable correspond un accroisse- 
ment Ay pour la fonction. 
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I** Si Aj? est positif, la valeur finale j; + A^ est plus 
grande que la valeur initiale x^ donc x a augmenté, 
la fonction y a donc diminué et par conséquent Ay 

est négatif. 

Aï/ 
Les deux termes de la fraction -r^ étant de signes 

contraires, la fraction est négative, 

2** Si ùix est négatif, la valeur finale j? + Aj7 est 
plus petite que la valeur initiale j?, donc x a dimi- 
nué, la fonction y a augmenté et par conséquent Ay 

est positif. 

Ay 
Les deux termes de la fraction --^ étant de signes 

contraires, la fraction est encore négative. 

Aï/ 
Dans les deux cas -r^ est négatif. 

ùkx ^ ' 

Aï/ 
La limite de -^^ est nécessairement négative ou 

nulle. 

On a donc 



y ^o. 

88. Réciproque du théorème I. — Si la dérivée 
d'une fonction est positive dans un intervalle^ cette 
fonction est croissante dans cet intervalle. 

Supposons que la dérivée y' d'une fonction y de 
variable x soit positive pour les valeurs de x com- 
prises entre a et 6, nous allons montrer que la fonc- 
tion est croissante dans Fintervalle («, b). 

Pour cela, nous admettrons qu'étant donné un in- 
tervalle quelconque on peut le partager en intervalles 
partiels assez petits pour que dans chacun d'eux la 
fonction varie toujours dans le même sens. Il suffit, 
alors, de prouver que dans tout intervalle partiel, si 



-7-ir-iyv^f-.-^^.- 
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petit qu'il soit, la fonction ne peut être ni décrois- 
sante ni constante. 

Prenons un intervalle (a, P), compris entre a et 6, 
et assez petit pour que, dans cet intervalle, la fonc- 
tion varie toujours dans le même sens. 

Si la fonction était décroissante dans l'intervalle 
(a, p), sa dérivée serait négative ou nulle (n*^ 87), ce 
qui est contraire à Thypothèse. 

Si la fonction était constante dans Tintervalle (a, P), 
sa dérivée serait nulle (n** 23), ce qui est encore con- 
traire à l'hypothèse. 

Donc dans l'intervalle (a, P) la fonction ne pouvant 
être ni décroissante ni nulle est croissante. 

La fonction étant croissante dans tout intervalle 
(a, p) si petit qu'il soit compris entre a et 6, est crois- 
sante dans tout l'intervalle [a^ b). 

89. Réciproque du théorème IL — Si la dérivée 
d'une fonction est négative pour toutes les valeurs de la 
variable comprises dans un intervalle^ cette fonction 
est décroissante dans cet intervalle. 

Soit y' la dérivée d'une fonction y de variable x et 
supposons qu'elle soit négative pour toutes les valeurs 
de j; comprises entre a et b. La fonction est décrois- 
sante dans l'intervalle {a, b). 

Prenons un intervalle (a, p), compris entre a et 6, 
et assez petit pour que, dans cet intervalle, la fonc- 
tion varie toujours dans le même sens. 

Si la fonction était croissante dans l'intervalle (a, P), 
sa dérivée serait positive ou nulle (n^ 87), ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

Si la fonction était constante dans l'intervalle (a, j3), 
sa dérivée serait nulle (n° 23), ce qui est encore con- 
traire à l'hypothèse. 



i 
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Donc dans l'intervalle (a, P), la fonctionne pouvant 
être ni croissante ni constante, est décroissante. 

La fonction étant décroissante dans tout intervalle 
(a, pi) si petit qu'il soit compris entre a et 6, est décrois- 
sante dans tout l'intervalle (a, b). 

90. Remarque. — Ces deux théorèmes et leurs 
f' réciproques permettent de reconnaître par l'examen 

I de la dérivée si une fonction est croissante ou décrois- 

1-^ santé. 



*5,V Exemples. — La fonction 






y z=z2X — 3 
fj a pour dérivée 



'"■i ' 



Ir'T 



dy 



dx 



cette dérivée est toujours positive, la fonction est donc croissante 
pour toutes les valeurs de x, 
La fonction 

y—\ —X 
a pour dérivée 



dx 



I 



cette dérivée est toujours négative, la fonction est donc décrois- 
sante pour toutes les valeurs de x. 
La fonction 

y:=x^ — 2x -\-S 
a pour dérivée 

•' z=aa: — 2z=2(a: — i). 



dx 



Cette dérivée est positive lorsque a: > i; elle est négative si ar< i. 

La fonction est croissante pour les. valeurs de x plus grandes 
que I ; elle est décroissante pour les valeurs de x plus petites 
que I. 



i 
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La fonction — a pour dérivée 5- qui est toujours négative. 

Cette fonction est donc toujours décroissante. 



§ 2. MaXIMA et MINIMA 

9l,DéSnition8. — On dit qu'une fonction de la varia- 
ble X est maxima pour x=a^ si elle cesse de croître 
pour décroître, quand x passe en croissant par a, 

La valeur de la fonction pour x = a est ce qu'on 
appelle un maximum de la fonction. 

On dit qu'une fonction est minima pour j? = «, si 
elle cesse de décroître pour croître quand x passe en 
croissant par a, 

La valeur de la fonction pour x=^a est ce qu'on 
appelle un minimum. 

Il résulte de là que lorsqu'une fonction est maxima 
pour x = a la valeur qu'elle prend pour x=^a est 
plus grande que toutes les valeurs voisines ; et lorsque 
la fonction est minima sa valeur, pour x=a^ est 
plus petite que toutes les valeurs voisines. 

Exemple. — Soit la fonction 

j = a?2 — 'ix-\-S, 

Nous avons vu {b9 90) que lorsque x est plus grand que i la 
fonction est croissante ; et qu'elle décroît lorsque x est plus petit 
que I ; pour oî = i, la dérivée est nulle. La fonction cesse de dé- 
croître pour croître lorsque x passe en croissant par la valeur i> 
elle est donc minima pour x ^=. i. 

La valeur du minimum est 

j=ii— 2 + 5 = 4. 

92. — On dit qu'une fonction atteint un maximum 
absolu, lorsqu'elle atteint une valeur plus grande que 
toutes celles qu'elle peut prendre pour toutes les 
valeurs de x. 

On dit qu'une fonction atteint un minimum absolu 
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lorsqu'elle atteint une valeur plus petite que toutes 
celles qu'elle peut prendre pour toutes les valeurs 
de X, 

Les maxima et minima qui ne sont pas absolus, sont 
nommés, par opposition, maxima et minima relatifs. 

Exemples. — Soit la fonction citcc plus haut. 

Lorsque aî>»i, sa dérivée est positive, elle croît; lorsque x<^i^ 
sa dérivée est négative, elle décroît; et pour a; = i, sa dérivée est 
nulle. La fonction est minima pour x = i. La valeur du minimum 
est 

j= 1—2 + 5 = 4. 

C'est un minimum absolu: car, x variant de — 00 à -f 00 , en pas- 
sant par I, la fonction décroît, passe par la valeur 4> puis croit, 
4 est bien la plus petite valeur qu'elle puisse prendre. 

Soit encore la fonction 

j = x^ — 3a: + 7 ; 
sa dérivée est 
(i) j'z=3x2 — 3= 3(x2— i) = 3(x — i)(a: + i). 

Quand x croît de — 00 à — i, les deux facteurs [x — i) et [x -\-\) 
sont négatifs, la dérivée est positive, la fonction croît depuis — 00 
jusqu'à un maximum 

r = — I + 3 + 7 = 9; 

X croissant de — i à -}- i, la dérivée est négative : la fonction 
décroit de 9 à un minimum 

r=i— 3 + 7 = 5; 

£nGn, x croissant de + i à + 00 , la dérivée est positive, la fonc- 
tion croît depuis 5 jusqu'à -|- 00 , Car il faut remarquer que, pour 
a? = ± 00, le polynôme est du signe de son terme de degré le plus 
élevé -f- x^ et infiniment grand (n° 17). 

Il est toujours commode, pour la lecture des résultats, de les 
résumer dans un tableau. 

Dans ce tableau, les valeurs de la variable x sont inscrites, de 
haut en bas^ dans la colonne x, par ordre de grandeur croissante. 
Dans la colonne y' sont inscrites, en regard de chaque intervalle, 
les signes correspondants de la dérivée y\ Enfin, la colonne y indi- 




■T i^ 
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que, pour chaque intervalle, le sens de la variation de la fonction 
et donne les valeurs remarquables de cette fonction. 
Dans cet exemple, le maximum et le minimum sont relatifs . 



X 


/ 


ï 


00 




00 




+ 


croît 


— I 





9 (max. relat.) 




— 


décroît 


+ • 


o 


5 (min. relat.) 




+ 


croît 


+ 00 




+ 00 



93. Théorème J. — Si une fonction de x admet une 
dérivée qui change de signe pour x = a en passant 
du signe (+) au signe ( — ) lorsque x passe en croissant 
par fl, la fonction est maxima pour x=^a. 

Car la dérivée étant d'abord positive, la fonction 
est croissante (n® 88) et la dérivée étant ensuite néga- 
tive la fonction est décroissante (n®89). Donc la fonc- 
tion, qui a cessé de croître pour décroître, est maxima 
poura: = a. 

94. Théorème II. — Si une fonction de x admet une 
dérivée qui change de signe pour x=^a en passant du 
signe ( — ) au signe (+) lorsque x passe en croissant 
par tty la fonction est minima pour x = a. 

Car la dérivée étant d'abord négative, la fonction 
est décroissante (n® 89) et la dérivée étant ensuite 
positive, la fonction est croissante (n° 88). 

BouRLET. Cours de Math. 5 
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Donc la fonction qui a cessé de décroître pour 
croître est minima pour x=^a, 

95. Théorème IIL — Lorsqu'une fonction est 
maxima ou minima pour x =^ a^ sa dérivée^ si elle 
existe^ est nulle pour x= a. 

En effet, supposons que la fonction y soit maxima 
poura; = « et prenne la valeur b. 

Donnons à j?, à partir de la valeur a^ un accroisse- 
ment A«. 

Si Afl est positif, la fonction diminue puisqu'elle 
décroît après a et par conséquent A6 est négatif. 
Donc 

Aô 

puisque les deux termes sont de signes contraires. 
Si Afl est négatif, la fonction diminue encore puis- 
que, la fonction étant croissante avant ûj, à la plus 
petite valeur de la variable correspond la plus petite 
valeur de y et par conséquent A6 est négatif. Donc 

A6 



^a 



puisque les deux termes sont de même signe. 

Lorsque Aa tend vers zéro, —r — tend vers la valeur 

de la dérivée de la fonction pour x=a. 

Aô 
Dans le premier cas, on a-r — <o; la limite ne peut 

donc pas être positive. 

Dans le second cas, on a — >o; la limite ne peut 

donc pas être négative. 

La limite, qui est la valeur de la dérivée pour 
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jc=fl, ne pouvant être ni positive ni négative, est 
nécessairement nulle. 

96. Conséquences. — Pour trouver les valeurs de 
la variable pour lesquelles la fonction est maxima ou 
minima, on résout Téquation obtenue en égalant à 
zéro la dérivée. 

Mais il faut se garder de croire que toutes les 
valeurs de la variable qui annulent la dérivée ren- 
dent nécessairement la fonction maxima ou minima. 

Il faut encore qu'elle change de signe en s'annulant 
(n®' 93 et 94). Si la dérivée s'annule sans changer de 
signe, la fonction n'est ni maxima ni minima. 

Ainsi, pour avoir les maxima et les minima d'une 
fonction, on cherche, parmi les valeurs de la variable 
qui annulent la dérivée, celles pour lesquelles la 
dérivée change de signe. 

§ 3. — Applications 

97. Marche à suivre pour étudier la variation 
d'une fonction. — 1° On s'assure si la fonction est 
bien déterminée pour toute valeur de la variable et on 
note les valeurs pour lesquelles elle devient infini- 
ment grande, s'il y en a. 

2® On calcule la dérivée de la fonction. 

3** On cherche les valeurs particulières de la varia- 
ble pour lesquelles la dérivée est nulle. 

4** On range les valeurs remarquables de la variable 
par ordre de grandeur croissante. On partage ainsi 
l'intervalle de — 00 à + 00 de la variable x en un 
certain nombre d'intervalles partiels. 

5® On cherche le signe de la dérivée dans chaque 
intervalle, ce qui donne le sens de la variation. 



^^. 
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6** On calcule les valeurs particulières de la fonc- 
tion : ses maxima et minima, ses valeurs pour 
x=+ 00 ou a: = — 00. 

Pour avoir une idée plus exacte de la fonction on 
peut calculer la valeur de y pour x = o et, lorsque 
cela sera possible, les valeurs de a: pour lesquelles y 
s'annule. 

98. Exemple I. — Étudier la variation de la fonc- 
tion 

a et h étant deux nombres positifs donnés. 

Nous devrons supposer que a: est positif pour qu'on 
puisse en prendre la racine carrée. 

La dérivée de la fonction est : 



V/.r laxsJx — h 

y=^ T= — T7= — 



, 2 K/x 



Cette dérivée s'annule lorsque son numérateur est 
nul : 

!iax\/x — 6 = 05 

De cette équation, tirons x, on a : 

iax\fx = 65 

et, en élevant au carré les deux membres, il vient : 

ka^x^ = h\ 
d'où 






4n 



2 9 



-rti 



-n- ^r. '.y 
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et 



Pour cette valeur de x^ la dérivée s'annule. 
Pour j? = o la fonction est infiniment grande et 
positive. 

3 / "6*" 
Quand x croît de zéro à i/ — ^ la dérivée est né- 
gative, la fonction décroît. 

Pour x=\/ - 2 , la fonction est minima et égale à 



a 



y 



^vê 



V 



= C. 






Quand x croît de i/ — au delà de toute limite, la 

dérivée est positive et la fonction part de la valeur G 
pour croître indéfiniment, car, quand x est très grand 

et positif ax est très grand et / voisin de zéro. 

La discussion se résume dans le tableau suivant : 



X 


y 


r 







+ 


+00 

. décroît. 
C (minim. abs.), 

croit. 

4- 00 . 


V 4a* 

+ 00 
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99. Exemple II. — Dans une voûte demi-cylindri- 
que, on ipeut installer un réservoir parallélépipédique 
de manière que sa 
contenance soit le 
1 plus grande possible 




Soit l la longueur 

de la voûte et soit R 

le rayon du cylindre ; 

O étant le centre du 

demi-cercle qui constitue la section droite de la 

voûte, soit ABCD A'B'C'D' le réservoir en question. 

Appelons X la distance OD inconnue. 

Le triangle rectangle OCD donne 



GD = VOG' — OD' 



CD = \/R' — a' 

Le volume d'un parallélépipède est égal au produit 
de sa base par sa hauteur. Le volume du parallélépi- 
pède ABCDA'B'G'D' est donc égal à 

\=^xl\/^'—x^ . (i) 

Pour avoir le maximum de ce volume, prenons la 
dérivée de V 



dV 
dx 

ou, en simplifiant, 



i/Fv^R'— ^'- 



.v^ 



M' 



v/tF 






APPLICATIONS 71 

r 

Egalons cette dérivée à zéro, et nous avons 

R* — 2j^ = o ; 

d'où 

R* 



x' 



_ R 

en ne prenant que la valeur positive de jo. 

R 
Mais -7=: est la valeur du demi-côté du carré ins- 

crit dans un cercle de rayon R. 

Donc le réservoir maximum sera celui dont la face 
ABGD est le demi-carré inscrit dans le demi-cercle 
de rayon R. 

100. Exemple III. — Étudier la variation de la 
fonction 

X — I 

Nous suivrons, pas à pas, la marche indiquée iau 

n«97. 

i*^ Nous voyons que y est bien déterminée sauf 
pour les valeurs qui annulent le dénominateur, qui 
sont les racines 2 et 3 de Téquation 

x^ — 5j7 + 6 = o. 

2** La dérivée de la fonction est : 

dy — x^ -\-7,x-\- i 



dx {x' + 5^ + 6)' 
3® Les valeurs de x pour lesquelles J^ s'annule 



Vu « 
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sont les racines de l'équation 



X^ — IX 



c'est-à-dire 

x=^ i zh y/a". 

Pour les valeurs de x comprises entre i — y/a et 
I + y/2 le numérateur de ——• est du signe contraire 

à sonpremier terme, donc positif, et —^ estpositive. 

Pour les valeurs de x plus grandes que i + y/â ou 

plus petites que i — y/2 , le numérateur de la dérivée 
est du signe de son premier terme, donc négatif et 
la dérivée est négative. 

4* Les valeurs remarquables de x rangées par 
ordre de grandeur croissante sont donc, en y com- 
prenant la valeur i pour laquelle y est nulle et la 
valeur o, 

• 

I — y/2<o<i<2<i+y/2<3. 

5® Nous pouvons donc dresser le tableau suivant 
dans lequel nous marquons deux barres en face de 
^ et 3 pour indiquer les discontinuités, et dans lequel 

nous inscrivons les signes de J^ conformément 

aux résultats donnés plus haut. 
La fonction s'annule pour x= i. 

Elle prend la valeur ^ , pour x = o. Nous indi- 
quons ces deux valeurs particulières. 










^ 



X 



00 



-/ 



2 



'J 



3 



'i 
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dy_ 
dx 



o 



+ 



+ 



y 



o 
décroît 

min z=z • 

croit 
• I 

""T 
croit 
o 
croît 

+ « 



v/i 



4+3V/T 



00 



croît 

max ^=. 



décroît 

00 

-|- 00 

décroît 



4— 3»/; 
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6* Nous calculons les valeurs de y pour le maxi- 
mum et le minimum. 

Pour x = 1 — \^ 1 y est minimum : 



y= 



V'- 



rt^<0. 



4 + 3v/' 

Pour j:r = I + y/2 , y est maximum : 



y= 



4-3v/ 



^<o. 



Quand x passe, en croissant, par la valeur 2, y 
croît indéfiniment en valeur absolue. Le numérateur 
a la valeur I, le dénominateur s'annule en passant 
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du positif au négatif, y passe donc d'une valeur très 
grande et positive (+«) aune valeur très grande 
en valeur absolue mais négative ( — oo ). 

Quand x passe, en croissant, par la valeur 3, y 
passe de — oo à + « , car le numérateur a la valeur 
positive 2 et le dénominateur d'abord négatif, s'an- 
nule en devenant positif. 

Enfin, pour avoir la valeur de y pour x = ±oo, 
divisons les deux termes de y par .v'. On a, alors, 



Sous cette forme, on voit que, lorsque x croît sans 
limite, le numérateur tend vers zéro et le dénomina- 
teur tend vers i . La limite de y est donc — ^ o. 

En résumé, la fonction part de zéro, décroît jus- 

qu au minimum — 7=- , pour croître ensuite lus- 

qu'à + eo , pour.ï;=2. Elle passe brusquement de 

+ 00 à — 00, croît lusqu au maximum p= 

3v/2 — 4 
pour décroître à — oo , pour x ^3. Elle saute brus- 
quementde — oo à + <o etdécroît enfin pour revenir 
à la valeur initiale o. 

101". Théorème ('). — x étant un arc positif quelconque, 
l'unité d'arc étant l'arc dont la longueur est égale au rayon du 



CI Ce Ihcorème peut êlre utilisé lorsqu'on a beaoin de valeurs appro* 
cbées du cosinus ou du sinus pour de petits angles ou de petits arcs. 
On s'en sert, par exemple, en construction, dans la théorie des piècei 
chargées de bout (Voir : Brune, Court de Comtraction, p. iSi). 



r 



'W^ 
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cercle, on a les deux inégalités suivantes ; 

X X X X ■ x'^ 

I 1 > cos a: > I 1 -^ . (i) 

2 24 2 24 720 



et 



X T- < sin a: < a: ;; — 1 . (2) 

6 6 120 ^ ' 



Considérons en effet la fonction 



x^ x^ x^ 



r = I 1 :; cos X . 

2 24 720 

Prenons ses dérivées successives : 



y - x+ g 


x^ 
120 


-\- sin ar, 


x^ 


a:* 
24 


-- cos X, 


x^ 
•^ 6 


sin a:, 




x^ 
•^ 2 


cos Xf 




jV — x-\- sin a:, 




;)^^^ — I + cos X. 





Comme un cosinus est toujours plus petit que i, en valeur 
absolue, on voit immmédiatement que y^^ est toujours négative . 
La fonction y^ est donc toujours décroissante^ puisque sa déri- 
vée, qui est y^^, est négative. Or, pour a: =: o, on a y^= o; 
par conséquent^ lorsque x croît à partir de zéro, y^ décroit à 
partir de zéro. Il en résulte que y^ est négative pour toutes les 
valeurs positives de x. 

y^ étant la dérivée de y^^ et étant négative, on en conclut 
que y'^, à son tour, est décroissante quand x est positif. Or, 
pourx = o, on aencorey^=o; donc, lorsque x croît à partir 
de zéro, y^ décroit à partir de zéro, y^^ est donc aussi négative 
pour toutes les valeurs positives de x. 

On continuera ce raisonnement de proche en proche. 

La fonction y"' dont la dérivée y^^ est négative est décrois- 



■ .^fi-- - \, ' -jr— - rr 1.- ;ti-,-- v< - ■ ■ /- »- --,,,.■.. --»---,-—■„—-«.„ -4 -"iT,»-,-- 
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santé et, comme elle décroît à partir de zéro, elle est négative, et 
ainsi de suite. 

On voit donc que, pour toutes les valeurs positives de x, les 
quantités y, y', y", y'\ yiv^ yV^ yVi g^^t toutes négatives, car 
toutes décroissent à partir de zéro. 

En particulier, on a 

j<oet/'<o, 

c'est-à-dire 

x^ x^ x^ 

1 7- ces a; < o, 

2 24 720 



et 



a;2 x^ 



D'où on tire 



et 



I H 7- -4- ces a? < 0. 

2 24 



^2 a:» x^ ^ 

I -^ •< ces X 

2 24 720 



^ x^ , x^ 
ces a; < I f- 



2 24 



ce qui démontre la double inégalité (i). 
De même, les inégalités 



y < G et /" < o 



s'écrivent : 



x^ X 



o 



— X -\ — 1- sin a? < o, 

b 120 ' 



et 



x^ 



X sin X <Co; 



d'où on tire : 



x^ X 



SÎD X<iX T- 



o 



6 120 



et 



x^ 



X <^ sin X, 

o 



ce qui prouve la double inégalité (2), 






APPLICATIONS 77 

102*. Corollaire, ^ x étant un arc positif , mesuré en prenant 
pour unité d'arc celui dont la longueur est égale au rayon, 



x^ x^ 



a 24 

est une valeur approchée de cos x, par excès avec une erreur 



x* 



plus petite que , et 



X 



x^ 



est une valeur approchée de sin x, par défaut, l'erreur commise 
étant plus petite que^ 



:ao 



En effet, l'inégalité (i) prouve que la différence 



x^ jr* 



I 1 ' — cos X 

'1 24 



est positive et plus petite que 



x'^ 



720 
De même l'inégalité (2) prouve que la différence 



/ x^\ 
sm X — la; r- ) 



x^ 



est positive et plus petite que . 

103*. Remarque, — On peut donc poser 

s. (3) 



avec 



et aussi 



avec 





a:2 




X* 




cos X I - 




' + 




— 


/ 
\ 


2 


.r« 


24 




o< 


£<- 


720 


• 
9 








x^ 






sm X = 


X — 


6 

.r5 


■ + 


hi 


o< 


h< 


▼ rfc i^ 


> 





lorsque x est positif 



(») 
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: l'égalité (3) on tire : 



land X tend vers zéro, —j-, qui est compris entre zéro et 

ombre qui tend vers zéro, tend vers zéro; —7 tend aussi 
zéro.Ils'e-ui.que, 



-»T(V V 



CHAPITRE III 

NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A DEUX DIMENSIONS 



§ I. — Segments — projections 

104. Dèûnitions. — On appelle segment une portion 
de droite sur laquelle un sens de parcours est défini. 

Pour déterminer le sens du segment, on distingue 
les deux points qui limitent le segment. L'un dé ces 
points est appelé origine du segment et l'autre extré- 
mité. On appelle alors sens du segment le sens dans 
lequel se déplace un mobile qui parcourt le segment 
en allant de l'origine vers l'extrémité. 

Dans un segment, on distingue donc trois choses : 
1° la ligne d'action qui est la droite indéfinie qui la 
porte ; 2** sa longueur qui est la distance géométrique 
de l'origine à l'extrémité ; 3° son sens. 



Fig. 3. 

On énonce un segment en énonçant d'abord l'ori- 
gine (point de départ du mobile) et, ensuite, l'extré- 
mité (point d'arrivée). Ainsi, en énonçant sgk& on 
désigne (fig. 3) le segment qui a pour origine A et 
pour extrémité B ; tandis que sg^k désigne le seg- 
ment qui a pour origine B et pour extrémité A. 



-^■vyf^^^r. 
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405. Résultante de plusieurs segments. — Étant 
donnés plusieurs segments placés bout à bout de façon 
que Torigine du second coïncide avec l'extrémité du 
premier, que l'origine du troisième coïncide avec l'ex- 
trémité du second, et ainsi de suite, on appelle résul- 
tante de tous ces segments, le segment qui a pour 
origine l'origine du premier et pour extrémité 
l'extrémité du dernier. 




Fig. 4. 

» 

Ainsi, considérons (fîg. 4) les segments placés 
bout à bout sg AB, sgBC, sgCD, sgDE, La résultante 
de ces quatre segments est sgAE. 

Si tous les segments ont même ligne d'action, la 
définition reste la même. Ainsi, considérons (fig. 5) 



B c 

Fig. 5. 



les segments placés bout à bout ^g^AB, ^^BG, sgCD^ 
sgDE et ayant même ligne d'action. La résultante des 
quatre segments est^g^AE. 

106. Segments portés par un axe, — On appelle 
axe une droite indéfinie sur laquelle on a donné 



Fig. 6. 



un sens de parcours, à^Xsens positif. Ainsi (fig. 6) x^x 
est un axe, le sens du parcours étant de oc' vers x. 



«»-ijti"' jiïri. ;• ;e»T *■ 
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Nous indiquons par une flèche le sens positif de 
l'axe. 

On appelle mesure algébrique d'un segment porté par 
un axe^ un nombre qui a pour valeur absolue la lon- 
gueur du segment et qui est précédé du signe (+) 
ou du signe ( — ) suivant que le sens du segment 
est le sens positif de Taxe ou le sens contraire. 



— • • * I 1- 

•«' D C A B 



Fig. 7. 

Ainsi, le segment AB (fig. 7) a pour mesure algé- 
brique + AB ; le segment CD a pour mesure — CD. 

Pour désigner la mesure algébrique d'un segment 
on écrit les deux lettres qui nomment ses extrémités 
et on les surmonte d'un trait horizontal. 

Ainsi AB désigne la mesure algébrique du seg- 
ment AB. 

107. Remarque I. — La mesure algébrique du seg- 
ment AB et la mesure algébrique du segment BA 
sont évidemment deux nombres égaux et de signes 
contraires. On a donc : 



AB + BA = o. (i) 

108. RerxïSLrq'ae II» — Dans la suite, pour éviter 
des longueurs de discours, il nous arrivera fréquem- 
ment de dire brièvement le segment au lieu de la 
mesure algébrique du segment. Nous ne le ferons 
d'ailleurs que lorsque cela ne pourra donner lieu à 
aucune ambiguïté. 

109. Théorème de Chasles, — Étant donnés (fîg. 8) 
sur un axe un certain nombre de points^ A, B, G, D, 

BouRLET. Cours de math. 6 
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E, oiïà^ entre les mesures algébriques des divers seg-* 
ments déterminés par ces points sur l'axe^ la relation 
suivante : 



AB4-BC + GD4-DE+EA = o. 
Le théorème étant vrai pour deux points, en vertu 



> I 



«'A D C B i ac 

Fig. 8. 

de la Remarque I qui précède (n® 107), prouvons-le 
pour trois points. Soient A, B, C, trois points sur 
un axe, il faut montrer que Ton a : 



AB + BC+GA = ô (i> 

ou, ce qui revient au même, 



BG + CA+AB = o (2) 

ou, encore, que 



CA4-AB + BG=o. (3) 

Or, l'un des trois points A, B ou G est certaine- 
ment situé entre les deiix autres. Si B est entre A et 
G, nous établirons la relation (i). Si G est entre B et 

A, nous prendrons l'égalité (2). Si A est entre G et 

B, nous démontrerons Tégalité (3). 

Dans les trois cas la démonstration est la même. 
Prenons le premier, et supposons (fig. 9) B entre A 
et G, on aura : 

AB=iiiAB, 
BC = ±BC, 
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les signes supérieurs ou inférieurs se correspon- 
dant. 

^^ A B C « 

En ajoutant membre, à membre, ces trois égalités, 
on a 



AB + BC + CA = ±(AB + BG — AG). (4) 

Or, comme B, est entre A et G, on a 

AG = AB + BG 

d'où 

AB + BG — AG = o 

et, par conséquent, la parenthèse de l'égalité (4) est 
nulle et on a bien : 



AB+BG4-GA = o. 

La proposition est donc vraie pour trois points, 
nous allons voir que si elle est vraie pour [m — i) 
points, elle est vraie pour m points. 

Supposons, par exemple, la proposition vraie pour 
cinq points et démontrons qu'elle est vraie pour six. 



I > II» 



«• A B E D C F X 

Fig. 10. 

Soient (fig. lo) cinq points A, B, G, D, E. On a, 
par hypothèse, entre ces cinq points, la relation 



AB + BG + GD + DE + EA = o. (i) 

Prenons un point de plus F et considérons les 






L. 



\f • '■.'■" .' . ■ "^-^r-Vi^^rr;^ 



84 COURS DE MATHÉMATIQUES 

ixois points A, E, F ; entre ces points on a, comme 
nous l'avons démontré, la relation 



AE + EF + FA==o. (2) 

Ajoutons les relations (i) et (2), et il vient : 



AB+ BG + GD+DE + EA+AE+EF4-FA= o. 

Mais, entre les deux points A et E, on a la relation 
(nM07) 

ÊÂ + ÂE = o, 
et la précédente devient alors, en simplifiant, 



AB + BG + CD + DE + EF + FA = o. 

Donc la proposition vraie pour [m — i) points est 
vraie pour m points. 

Elle est donc générale; car étant vraie pour 
3 points elle Test pour 4, étant vraie pour 4 points 
elle est vraie pour 5 ; et ainsi de suite. 

110* Corollaire. — La mesure algébrique de la ré- 
sultante de plusieurs segments portés par un axe est 
égale à la somme des mesures algébriques de ces seg- 
ments. 

Gonsidérons (fig. 8) les segments AB, BG, GD, 
DE, portés par un axe x^x^ et leur résultante AE. 

Entre les cinq points A, B, G, D, E on a (n** 109) la 
relation 



AB + BG + GD + DE + EA = o, 
ajoutons AE aux deux membres, il vient : 



AE = AB + BG + GD + DE + EA + AE 



^-rsùi-^ 



SEGMENTS S6 

Or (no 107) 

ËÂ + AÊ=o, 

par suite, 



AE = AB + BG + GD+DE. 

Cer qui démontre le corollaire, le premier membre 
étant la mesure algébrique de la résultante et le 
deuxième membre étant la somme des mesures algé- 
briques des segments. 

111» Application, — Etant donnés un axe x'x et un 
point O appelé origine des abscisses^ on peut définir 
la position d'un point M situé sur Taxe x'x en se 
donnant la mesure algébrique du segment OM 



«'0 M x 

Fig. II. 

En effet, dès que cette mesure algébrique est don- 
née on connaît M. Ainsi, si on donne OM = 3, cela 
veut dire qu'il faut porter la longueur 3 à partir de 
O dans le sens positif. Si Ton avait 0M= — 3, on por- 
terait la longueur 3 dans le sens négatif. 

Le segment OM est ce que Ton appelle V abscisse du 
point M. 



B 
Fig. 12. 



Ceci posé, considérons ,un segment AB porté par 
un axe (fig. ii). 



*-*^ -«^ 



. , V"» -^^ isij^-7iÇwr^<i 
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Le théorème de Ghasles donne 



AB = AO + OB. 



Mais 



A0 = — OA, 



donc 



AB = OB — OA. 



Cette relation est très importante. Le segment OA 
est l'abscisse de A, le segment OB est Tabscisse de B 
et la relation peut s'énoncer ainsi : 

La mesure algébrique d'un segment, porté par un 
axe^ est égale à V abscisse de V extrémité diminuée de 
Vabscisse de Vorigine, 

Et cela, dans tous les cas, indépendamment de la 
position des points. 

112. Projections. — On appelle projection ortho- 
gonale d'un point sur un axe^ le pied de la perpendi- 
culaire abaissée de ce point sur l'axe. 

On appelle projection d'un segment sur un axe^ 
le segment qui a pour origine la projection de l'ori- 
gine et pour extrémité la projection de l'extrémité du 
segment donné. 




Fig. i3. 



Ainsi soit le segment AB (fig. i3); sg.ab^si la pro- 



'Il 
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jection du segment AB, a et b étant les projections des 
points A et B sur Taxe afx. 

113. Théorème. — Lorsqu^un segment est porté par 
un axe ^' la mesure algébrique de la projection de ce 
segment sur un autre axe est égale au produit de la 
mesure algébrique de ce segment par le cosinus de 
V angle des deux axes. 

Soient (fîg. i3) deux axes Ox, Oy se coupant enO 
et un segment AB porté par Taxe Oy et qui se projette 
en ab sur Taxe Ox. Soit a l'angle des deux axes. 

Démontrons que Ton a la relation 

ab = AB cos a, (i) 

en grandeur et en signe. 

Il y a deux cas à considérer suivant que a est aigu 
ou obtus. 

1° a est aigu (fig. i3). — Menons par le point A, la 
droite AC, parallèle à Taxe Ox. Le triangle rectangle 
CAB, ayant son angle en A égal à a, donne 

ab = AC = AB cos a. 

La relation est donc vraie en valeur absolue ; dé- 
montrons qu'elle est vraie en signe et pour cela mon- 
trons que les deux membres de l'égalité (i), qui sont 
égaux en valeur absolue, ont aussi même signe. 

Si AB est positif, ab est positif et, comme cos a 
est positif, AB cos a est positif. 

Si AB est négatif, ab est négatif et, cos a étant po- 
sitif, AB cos a est négatif. 

Donc, le théorème est démontré, dans ce cas. 

2* a est obtus (fig. i4). — Menons encore par A la 
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parallèle AG à Taxe Ox. Le triangle rectangle ABC 
ayant son angle BAC égal à i8o® — a, on a, 

AG=a6=ABcos(i8o«— a) (2) 




Fig. 14. 

Mais le cosinus d'un angle est égal au cosinus de 
son supplément, changé de signe, donc 

cos (i8o® — a) = — cosa 

et l'égalité (2) s'écrit : 

«6 = -T- AB cosa. 



Il en résulte encore que ab et AB cos a sont égaux, 
en valeur absolue ; il nous reste à prouver qu'ils ont 
le même signe. 

L'angle a étant obtus, cosa est négatif. 

Si AB est positif, ab est négatif et AB cos a est né- 
gatif; donc les deux membres de l'égalité sont néga- 
tifs. 

Si AB est négatif, ab est positif et AB cos a est po- 
sitif; donc les deux membres de l'égalité sont posi- 
tifs. 

La relation est donc vraie dans tous les cas en 
grandeur et en signe. 



rf^'^ 
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114. Théorème des projections^ — La mesure 
algébrique de la projection de la résultante de plu- 
sieurs segments sur un axe est égale à. la somme des 
mesures algébriques des projections dé ces segments 
sur cet axe^ 

Soient (fîg. i5) les segments AB, 60,00, DE et leur 




Fi g. i5. 

résultante AE. Projetons ces segments et leur résul- 
tante sur un axe x!x. Les mesures algébriques des 
projections de AB, BG, CD, DE, AE sont aô, 6c, crf, 
rfe, ae. 

Le théorème de Ghasles (n^ 109) donne entre les 
points «, 6, c, rf, e, 



ae =^ab'-\-bc-^cd + de^ 
ce qui démontre le théorème énoncé, 

§ 2. — Coordonnées. 
Représentation graphique d'une fonction 

115. DéSnition des coordonnées. — Etant don- 
nés deux axes rectangulaires, Ox et 63/, se coupant 
en et un point quelconque M dans le plan des deux 
axes, abaissons de M les pei*pendiculaires MP et MQ 
sur Ox et O3/ (fig. 16). On appelle coordonnées du 
point M les mesures algébriques des segments OP et 
OQ qui sont les projections de OM sur les axes. 



L._^ 



1 f ^i- 
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(in 



(I) 



-,M^ir,jj/ 



OP est l'abscisse etOQ rordonnée. 
On désigne, généralement, l'abscisse para; et Tor- 
donnée par y. 

Lorsqu'on énonce les deux coordonnées d'un point, 

on énonce d'abord 
l'abscisse et ensuite 
l'ordonnée : ainsi, 
lorsqu'on dit que M 
a pour coordonnées 
— 3 et 4, on entend 
par là que son abs- 
cisse est — 3 et son 
ordonnée 4« 

De cette défini- 
tion, il résulte que 
tout point M du plan 
a un seul système 
de coordonnées ; ré- 
ciproquement,étant 
donnés deux nombres quelconques .r et y, il existe 
un point et un seul qui a pour coordonnées x et y. En 
effet, il n'y a qu'un point P, sur 0.r, tel que 




OP = :r; 

ce point est obienu en portant sur 0.r, à partir du 
point O, une longueur OP égale à la valeur absolue 
de jo et dans le sens 0^ ou dans le sens Ox\ suivant 
que ,v est positif ou négatif. De même, il n'y a qu'un 
point Q, sur Oy, tel que 

Par suite, le seul point ayant pour abscisse x et 
pour ordonnée y est le point M d'intersection de la 



r-r" 



f , » 
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9ï 



-perpendiculaire en P à Ox avec la perpendiculaire en 
Q à Oy. Les deux coordonnées d'un point définissent 
donc, sans ambiguïté, la position de ce point dans le 
plan. 

116. Remarques, — Si le point M est sur Taxe 
Ox^ son ordonnée est nulle ; et réciproquement. 

Si le point M est sur Taxe Oy , son abscisse est nulle ; 
et réciproquement. 

Les deux axes indéfinis x'x et y'y forment quatre 
angles autour du point O, que nous numéroterons 
(I), (11), (111) et (IV), en commençant par Tangle xOy 
et en tournant toujours dans le même sens (fig. i6). 
Les signes des deux coordonnées j? et y d'un point M 
dépendent de l'angle dans lequel se trouve ce point 
et on voit de suite que : 

Si M est dans l'angle 1, on a 

- Il, - 

— III, — 



IV, - 



x>o^ y>o'^ 
x<o, y>o; 
x<o^ y<o; 
x>o, y <o\ 



D'où le tableau suivant 



M 


X 


y 


I 

II 
III 
IV 


1 


+ 



Dans les angles, opposés par le sommet, (1) et (111) 
X tiy sont de même signe ; dans les angles, opposés 



V--? 
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par le sommet, (II) et (IV), x eiy sont de signes con- 
traires. 

Réciproquement, connaissant les signes des deux 
coordonnées d'un point, on connaît celui des quatre 
angles dans lequel il se trouve. 

117. Symétries. — Si Ton considère un point M 
de coordonnées ^, y et le point M' symétrique de M 
par rapport à l'axe Ox, ces deux points ont même 
abscisse, mais l'ordonnée de M' est égale et de signe 

contraire'à l'ordonnée 
de M (fîg. 17). En 
d'autres termes, si l'on 
change y en — y, le 
point M se change en 
son symétrique par 
rapport à l'axe Ox. 

De même, prenons 
le symétrique M'' de 
M par rapport à l'axe 
Oy. Les deux points 
M et M'' ont même 
ordonnée y et leurs abscisses sont égales et de signes 
contraires. En d'autres termes, si l'on change x en 

— Xy sans changer y, le point M se change en son 
symétrique par rapport à l'axe Oy. 

Enfin, prenons le symétrique M^ de M par rapport 
au point O. Les deux points MetMj ont leurs abscisses 
et leurs ordonnées égales et de signes contraires. 
G'est-à-dire que si l'on change simultanément x en 

— X et y en — y, le point M se change en son symé- 
trique par rapport au point O. 

118. Changements de coordonnées. — Dans cer- 
taines questions, il est nécessaire, connaissant les 
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coordonnées d'un point par rapport à un système 
d'axes, de calculer les coordonnées du même point 
par rapport à un autre système d'axes. 

Pour trouver les formules de changement de coor- 
données qui résolvent la question, nous distingue- 
rons trois cas : 

119. I® Transport des axes parallèlement a eux- 
mêmes. — Soient (fig*. i8), Oxy un premier système 
d'axes et O'x'y' un nouveau système d'axes parallèles 
aux premiers et de 
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Fig. i8. 



mêmes sens. Prenons 
un point M dans leur 
plan ; soient x^y les 
coordonnées de M par 
rapport au système 
Qxy et x\ y ses coor- 
données par rapport 

au système O'x'y', 

Joignons OM, O'M, 
00'. 

Le segment OM est la résultante des segments 00' 
et O'M. En projetant sur un axe quelconque, on a 
donc (n° 114) 

proj. OM =proj. 00' + proj. O'M. (i) 

Soient a et 6 les coordonnées de O'. 
Projetons les trois segments sur l'axe Ox ; 

proj. OM = Xy 
proj. 00' = «, 
proj. OM' = xf ; 

et, en portant ces valeurs dans l'égalité (i), on a 

xz=ia-\-x^. 
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En projetant les trois segments sur l'axe Oy, on a 

proj. 00' = 6, 
proj. 0'M = y' i 

Ce qui donne, en vertu de l'égalité (i) : 
On a donc les formules 



x=^h +y\) 
vraies pour toutes les positions du point M. 



(I) 



120. 2° Rotation des axes autour de Vorigine. — 
Soient (fig. 19) Oxy un premier système d'axes et 

Ox'y^nn nouveau sys- 
tème obtenu en faisant 
tourner le premier au- 
tour de l'origine d'un 
angle a. Prenons un 
point M dans leur 
plan ; soient x^y les 
coordonnées de M par 
rapport au système 
Oxy et x\y' ses coor- 
données par rapport au système Ox'y'. Menons 
MP perpendiculaire à Ox' et MQ perpendiculaire à 
Oy'. Par définition, 




Fig. 19. 



0P = ^' et 0Q = 2/'. 

Le segment OM est la résultante des segments OP et 
PM ou des segments OP et OQ, car PM = UQ. 
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En projetant sur un axe quelconque, on a donc 
(n« 114) : 

proj. OM=/>/Y>/. OV -{-proj. OQ. (i) 

Projetons sur Taxe Oj:^ ; nous aurons : 

proj, OM = j?, 

proj. 0P= OP cos {xOx') = x' cos a, 
en vertu du théorème du n® 113; 



proj, OQ=OQ cos(xOy)=y cos (a + go'*) = — ^sina. 

En portant ces valeurs dansTégalité (i), on a 

x=^x' cos a — 2/' sin a. 

En projetant les trois segments sur Taxe Oy, on a 

proj. OM = 2/, 



proj, OP = OPcos [x'Qy) = x cos (90" — a) = .r' sin a. 



proj, OQ = OQ cos [y'Qy) = y' cos a. 
En portant ces valeurs dans l'égalité (i), on a : 

y == x' sin a -f- y' ^^^ ^• 
On a donc les formules 

j;=^'cosa — y^ ^\Vi%,, J ,,,. 

y z=^ od sina + y cos a. ) 

121. 3** Cas général, — Soient (fig. 20) Oxy un 
premier système d'axes et O'x'y^ un nouveau système 
d'axes placés d'une manière quelconque par rapport 
aux anciens. Par le point O', menons un système 
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y 




d'axes O'^^y, parallèles aux premi-ers et soit a Tangle 

qu'il fait avçc le sys- 
tème ovy. 

Soit M un point 
du plan, x,y ses 
coordonnées par 
rapport au système 
Oxy, j?j,2/i ses coor- 
données par rapport 
au système O'^^y^ 
eix'^y' ses coordon- 
nées par rapport au 
système 0'x'y\ Pour passer du système de coordon- 
nées Oj7y au système 0'j?,2/j, on emploie les formules 
(I) (n^ 119) et on a, O' ayant pour coordonnées a et 6 : 



Fig. 20. 



•^i) 



X = a 
y—b + y,) 



(0 



Pour passer du système O'x^y^ au système O'x'y'y 
on emploie les formules (11) (n"* 120) et on a : 



x^ = x' cos a — y' sin a, '^ 
y^=zx! sin a -\-y' cos a. ) 



(^) 



En portant ces valeurs de x^^y^ dans (i), il vient 
X =z a -{- x! cos a — y' sin a, J 



yz=. h -\- x^ sin a + y cos a, ) 



(iii) 



qui sont les formules générales cherchées, fournis- 
sant les coordonnées d'un point dans un système 
d'axes quand on connaît ses coordonnées par rapport 
à un autre système d'axes. 

122. Représentation graphique d^une fonction, 

— Soit/* {x) une fonction de la variable x. Désignons 
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par y la valeur de la fonction qui correspond à la va- 
leur :r de la variable. 
L'égalité 

fait correspondre, en général, à chaque valeur de x 
une valeur pour y (en tout ca« un nombre limité de 
valeurs de y). 

Ceci revient à dire que, si on considère dans un 
plan deux droites rectangulaires Ox et Oy, il existe, 

sur toute parallèle P^ (fig. 2i)à0y, d'abscisse J7=0P, 
un point M dont l'or- 
donnée y est égale à 
f{x). 

Lorsqu'on fait va- 
rier X de — 00 à + 00 , 
le point F décrit tout 
Taxe Ox, de x' vers 
x^ et le point M, de 
Pi;, décrit un lieu 
géométrique, une 
courbe C Cette courbe 
C est ce qu'on appelle 
la courbe représenta- 
tive de la variation de 
la fonction. 

Donc, la courbe représentative de la variation de la 
fonction est une courbe telle que tout point M de la 
courbe, d'abscisse j?, a précisémentcomme ordonnée y 
la valeur correspondante de, la fonction f {x). 

Nous avons supposé qu'à toute valeur de x cor- 
respondait une seule valeur de y ; mais il peut arri- 
ver qu'à une valeur de x correspondent plusieurs, 
par exemple deux, valeurs de y; alors, sur toute paral- 

BouRLET. Cours de math. 7 
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lèle Pz à oy^ il existe deux points P' et P" dont les 

ordonnées y sont 
égales aux valeurs de 
/'(,r)(fîg. 22). Lorsqu'on 
fait varier ^ de — 00 
à -f- 00, le point P dé- 
crit tout Taxe Ox de.r' 
vers X et les points P' 
et P", décrivent un 
lieu géométrique, une 
y^ courbe G 'qui est la 

courbe représentative 
de la variation de la 



cc^ 



en 



Fi g. aa. 



fonction. La courbe a deux branches^ Tune AP'B 
décrite par le point P' et l'autre AP''B décrite par le 
point P". 

123. Équation d^une courbe. — Etant donnée une 
courbe C, il existe entre les coordonnées x^y^ d'un 
point M de la courbe (fîg. 21) une certaine relation ; 
cette relation est ce qu'on appelle Véquation de la 
courbe. 

En effet, considérons une courbe G (fig. 21) ; don- 
nons-nous un nombre x quelconque etportons sur l'axe 
Ox, OP = x; par le point P, menons Pz parallèle à Qy ; 
cette droite coupe la courbe G en un point M. Mesu- 
rons PM et soit y sa valeur, qui est l'ordonnée du 
point M. A chaque valeur de x^ nous faisons ainsi 
correspondre une valeur de y et, par suite, nous défi- 
nissons une fonction y de la variable x. 

Donc, entre x ei y '\\ existe une relation ; cette re- 
lation est Véquation de la courbe. 

Il peut arriver que la parallèle à O3/ coupe la courbe 
en plusieurs points (fig. 22). A chaque valeur de x 
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correspondent plusieurs valeurs de y. La fonction 
çst à plusieurs branches. 

Dans ce cas, la relation qui lie x ely n'est pas en 
général résolue ou résoluble par rapport à y. La 
fonction y est donnée sous forme implicite (n** 4). 

124. Résumé. — Toute fonction peut être repré- 
sentée par une courbe et, réciproquement, toute 
courbe représente une certaine fonction, 

La relation qui lie les coordonnées Xy y, d'un point 
quelconque de la courbe est V équation de la courbe. 

On peut donc dire que V équation d'une courbe est 
la relation qui est vérifiée par les coordonnées d'un 
point quelconque de la courbe et qui permet de cal- 
culer l'ordonnée y d'un point de la courbe quand on 
connaît son abscisse x. 

125. Image de la variation de la fonction. — La 
représentation graphique de la variation d'une fonc- 
tion par une courbe donne une image de la variation 
de la fonction qui permet de suivre facilement le 
sens de cette variation. 

Prenons, sur l'axe Ox (fîg. ai) OP = x. Lorsque x 
varie de — oo à -f- ^^ 1^ point P décrit tout Taxe 
a/x de gauche à droite. Si la fonction croît, sa valeur 
numérique augmente en même temps que x^ l'or- 
donnée PM du point représentatif M augmente et le 
point M s'élève^ la courbe monte. Lorsque la fonc- 
tien décroît, l'ordonnée PM diminue, le point M 
s'abaisse et la courbe descend. 

Donc la courbe monte ou descend (de gauche à 
droite) suivant que la fonction croit ou .décroit. 

Ainsi, dans la figure 21, lorsque le point P va de 
F en P, la courbe monte ; donc la fonction croît, 
quand x croît de la valeur x' = OP' h x = OP. 
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Au contraire, de P en P'', la courbe descend ; donc 
la fonction décroît, quand x croît de la valeur x = OP 
à la valeur x" == OP''. 



126. Exemple, — Comme exemple, indiquons la courbe repré- 
sentative de la fonction 

y = x^ i-x + 1, 

en en construisant quelques points. 

Pour faire aisément le tracé d'une courbe, il est cortimode d'em- 
ployer un papier quadrillé (fig. 23) sur lequel on trace deux axes 
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Fig. 23. 

Ox, Oy, Le quadrillage sert à marquer plus facilement les points de 
cotes rondes, c'est-à-dire les points dont les coordonnées sont des 
nombres entiers. 

Donnons à x des valeurs entières : 



pour X — — 2, 


on a 


: y J ce qui de 


innc le pomt A 


» X — I. 
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En joignant tous les points obtenus par un trait continu on a une 
idée générale de la courbe représentative de la fonction. 
La fonction a un minimum ; prenons sa dérivée : 



elle est nulle pour 

Donc pour x =i 
pondante de j est 



dy 
dx 


IX + 1] 


xz. 


I 
a 



— la fonction est minima et la valeur corres- 

2 



I I 3 



Le point le plus bas M de la courbe a donc pour coordonnées 



1 3 
et -—. 

2 4 



Nous verrons plus loin que celte courbe est une parabole. 



§3. — La droite 



127. Équation d^une droite. — Toute droite est re- 
présentée par une équation du premier degré entre x 
et y. 

Pour le démontrer nous examinerons, successive- 
ment, plusieurs cas. 

128. 1° Droite paral- 
lèle à Vaxe Ox (fig. 24) . 

Soit AA' une droite 
parallèle à Ox et soit B 
le point, d'ordonnée 
6, où elle coupe Taxe 
Oy, on a OB = 6. Soit pj^ ^.^ 

M un point quelcon- 
que situé sur la droite ; pour avoir son ordonnée 
abaissons la perpendiculaire sur Oy : c'est MB ; donc 
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son ordonnée est OB et on a : 



y 



b. 



C'est l'équation de la droite, car c'est la condition 

nécessaire et suffi- 

c 

^ santé pour que le 

point M soit sur cette 
,^ droite. 






B 



129. 1^ Droite parai- 

^ lèle à Oy (fig. aS). 

Soient A A' une 
droite parallèle à Oy 
et B le point, d'abs- 
cisse «, où elle coupe 
l'axe Ox^ on a 0B= a. 
Soit M un point 
quelconque situé sur la droite^ son abscisse est évi- 
demment a, on a donc 

X =^ a 



Fig. 25. 



et c'est l'équation de la droite. 

130. 3** Droite passant par l'origine des coordon- 
nées. 

Soit (fig. 26) une droite Oz passant par l'origine O 
et faisant avec l'axe Ox un angle a. Prenons sur la 
droite un point M de coordonnées x, y. On a 
OP = xetOq = y. 

Projetons *0M sur l'axe Ox, on a 



^ = OM cos [zOx) = OM cos a. 
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Projetons OM sur l'axe Oy, on a 



y =0M cos iyOz) = OM cos (90^ — a), 
y == OM sin a, 



{^) 




Fîg. a6. 

diyisant membre à membre les égalités (i) et (2) on 

en tire 

y sin a 

X cos a 
Doù 

y =xigcL. (3) 



= tga- 



C'est l'équation de la droite. 

Posons 

m =tg y; 

m est ce que Ton appelle le coefficient angulaire. 

Le coefficient angulaire est donc la tangente trigo- 
nométrique de Vangle que forme la droite avec 
Vaxe Ox. 

L'équation (3) devient alors 

y = mx. 

Telle est l'équation d'une droite quelconque pas- 
sant par l'origine. 
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131. 4® Cas général. La droite est quelconque. 

Soit une droite D (fig. 27). Menons par l'origine la 




Fi g. 2j. 

droite O2 parallèle à la droite D, et soit a Tangle 
de Oz avec Taxe Ox. Posons 

m = tg a, 

m est le coefficient angulaire de la droite D. 

La droite 0;: passant par l'origine a pour équation 

y = mXy 

ce qui veut dire que l'ordonnée de tout point de 
cette droite s'obtient en multipliant son abscisse 
par m. 

Soit alors B le point où la droite D rencontre l'axe 

Oy et soit OB = n. 

Prenons sur la droite D un point quelconque M, de 
coordonnées x^ y ; menons MP perpendiculaire sur 
O^ et soit Mj le point où cette perpendiculaire coupe 
Oz, on a 



2/ = PM = PM, +MjM. 
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Or, PM, est l'ordonnée du point Mj et ce point étant 
situé sur O2, son ordonnée est égale à son abscisse, 

qui ici est OP = j:, multipliée par m. On a donc : 



PMj = mx. 
D'ailleurs, 

caria figure OBMM^ est un parallélogramme. On en 
conclut, 

y = mx + n, 

ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour 
que le point M soit situé sur cette droite. 

132. — En résumé^ Téquation d'une droite est une 
équation du premier degré en x et y. Sa forme géné- 
rale est donc : 

Aj; + B?/ + G = o. 

Réciproquement^ toute équation de la forme : 

Aj; + B?/ + C;=o (i) 

* 

représente une droite. 
D'abord, si B est nul, cette équation s'écrit 

G 

X=: 



A' 



ou 



en posant 



x = ay 



G 

A 



C'est donc l'équation (n® 129) d'une droite parallèle 
kOy. 
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En second lieu, si B est différent de zéro, on peut 
résoudre Téquation (i) par rapport à y et Técrire 
sous la forme 

« 

yz=mx + n, (a) 

en posant : 

A C 

m=^-^, n = — g- 

Or ceci (n® 131) c'est l'équation d'une droite qui 
fait avec Ox Tangle a tel que 

tg a = m 

et qui coupe Oy en un point d'ordonnée n. 

n est ce qu'on appelle Vordonnée à Vorigine de la 
droite. 

En particulier, si n est nul, l'équation (2) se ré- 
duit à 

y =zmx 

et la droite passe à l'origine (n<^ 130). 
Et si m est nul, l'équation (2) devient : 

y =ny 
la droite est parallèle à Ox (n** 128). 

133. CoefScient angulaire d^ une droite, pente. — 
Gomme nous l'avons défini plus haut, le coefficient 
angulaire d'une droite^ est la tangente trigonomé- 
trique de V angle qu'elle fait avec Ox. 

Si on considère Ox comme un axe horizontal et Oy 
comme vertical, on peut encore dire que le coefficient 
angulaire, c'est IdLpente de la droite. 

On sait, en effet, que la pente d'une route est le 
quotient de la hauteur dont on s'élève verticalement 
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par la distance dont on avance horizontalement en se 

déplaçant sur la route. Dire qu'une route a une pente 

de 5 p.. 100 (ou o,o5), c'est dire qu'elle s'élève de 

5 centimètres par mètre parcouru horizontalement. 

Si dans la figure 26 on considère Ox comme une 

horizontale et Oz comme le profil d'une route, la 

pente est 

MP 

c'est bien le coefficient angulaire. 

134. — Il résulte de ce qui précède (n** 132) que 
lorsqu'on connaît l'équation d'une droite, son coeffi- 
cient angulaire est égal au coefficient de x dans 
\! équation résolue par rapport à y. 

Quand une droite est parallèle à Ox son coefficient 
angulaire est nul^ car l'angle a que fait la droite avec 
0^ étant nul, tga est aussi nulle. 

Lorsqu'une droite est parallèle à Oy onpeut dire que 
son coefficient angulaire est infiniment grand. Gara 
étant égal à 90°, sa tangente est 
infiniment grande. 

Si une droite va en montant^ de 
gauche à droite, l'angle a est aigu ^ 
(fig. 26), sa tangente est donc po- 
sitive et le coefficient angulaire 
est, par suite, positif 

Au contraire, si une droite va en descendant, de 
gauche à droite, l'angle a est obtus (fig. 28), sa tan- 
gente est négative et le coefficient angulaire est néga- 
tif. 

135. Problème. — Construire une droite donnée par son équa- 
tion. Soit, par exemple, la droite qui a pour équation 

ax + j* + 3 = o. 




Fig. a8. 
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On connaîtra la droite lorsqu'on connaîtra deux de ses points. 
Donnons donc à x deux: valeurs quelconques et cherchons les valeurs 
correspondantes de y. Nous déterminerons ainsi deux points qu'il 
suffira de joindre pour avoir la droite demandée (fig. 29). 



Pour x =z o, on a : j rr — 3, 



^e qui donne le point A 

B. 



» 




Fig. 29. 



La droite est donc AB 
(fig- 29)- 

136. Condition de 
parallélisme de deux 
droites. — Pour que 
deux droites soient 
parallèles il faut et 
il suffit qu'elles aient 
même coefficient an- 
gulaire. 

En effet, deux droi- 
tes parallèles font le 
même angle avec l'axe Oj;, les tangentes trigonomé- 
triques de ces angles égaux sont égales et, par 
conséquent, les coefficients angulaires sont égaux. 
La réciproque est évidemment vraie. 

Ainsi les deux droites qui ont pour équations : 

j^ 1= Sx + 2, y zzi Sx — 6 
sont parallèles. 

137. Equation d'une droite passant par un point 
et parallèle à une direction donnée, — Soit A 
(fig. 3o) un point de coordonnées j;,, y^ et soit D la 
direction donnée faisant avec Taxe Ox un angle a. 

Posons m = tga. 

L'équation de la droite parallèle à D sera de la 
forme 

y = mx + ny (i) 




i^ ï; 



LA DROITE 



109 



OÙ le coefficient angulaire m est connu puisqu'il est 
égal à celui de D (n** 136) et où n est inconnu. Calcu- 
lons n. 

Puisque la droite doit 
passer par le point A ; les 
coordonnées du point A 
doivent vérifier l'éguation 
(i) et on a 




JC* 



d'où 



y^ = mx^ + n 



n = yy — mx^. 



(^^ 



€ é" 



y 
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En portant cette valeur dans Téquation (i), il vient 



y = nix + y, 



mx 



n 



.> i 



ce qui peut s écrire 

y —y,=m{x — x,). 

C'est l'équation cherchée. 

138. Équation de la droite qui joint deux points. 

— Soit un point A dont 
les coordonnées sont j^., 
^(ir^j 2/1 et un point B dont les 

coordonnées sont x^^ y^ 

^ (fig-3.). 

La droite cherchée 

passant par le point A, 

son équation est de la 

y forme (n° 137) : 

y — y,=^m[x — x^ (1) 



a?' 



Fig. 3i. 



OÙ 7W, le coefficient angulaire, est inconnu. 



1 ■ ■<,"''- . 



^v^,. ',j^j^4<r._.» ^ .j-,^,^,^^y^..yr^.T^jy^-|^p^, 
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Pour calculer m, exprimons que la droite passe au 
pointB, Les coordonnées de B vérifient Téquation (i) 
ce qui donne la condition : 



d'où 



y^ — y,= m[x^ — x,), 



m^ y^-y^ . 



iX/t 



X. 



Cette égalité exprime que : 

Le coefficient angulaire (ïune droite qui passe par 
deux points donnés est égal au quotient de V accrois- 
sement de V ordonnée par V accroissement de F abscisse 
lorsqu'on passe d'un point à un autre. 

Portant cette valeur de m dans l'égalité (i), il vient 



y — 2/1 = 



y^ — y 



Xc 



X 



T\^ •^ij> 



qui est l'équation cherchée. 

Elle peut encore s'écrire sous la forme plus symé- 
trique : 

y — yi _x —X, 




y^—yi 



Xc. 



X, 



139. Exemples. — Trouver 
V équation de la bissectrice 
de l'angle xOy. 

Soit OB cette bissectrice 
(fig. 32) ; elle passe à l'ori- 
gine, son équation sera de 
la forme (n^ 130) : 



y = mXf 



(= 



m étant le coefficient angulaire. Or m est la tangente de l'angle 
formé par la droite OB avec Taxe Ox qui est égal à 45^. 



Donc 



m == tg 45® z= I 



Y.if,- 



I 



et Téquation (i) devient 



LA DROITE! 



j= a:. 



III 



C'est l'équation cherchée. 
Trouver l'équation de la bissectrice de l'angle yOx'. 
Soit OB' cette bissectrice (fig. 82); son équation est de la forme: 

y = mx. (i) 

Ici m est la tangente de l'angle formé par la droite OB' avec 
l'axe Ox ; or 

B'Ox = 450 + 900 = 1800 — 450, 
B'Ox' = 450. 
m = tg (1800 — 450) =— tg 450 = — I ; 



puisque 
Donc 



car les tangentes de deux angles supplémentaires sont égales et de 

signes contraires , et l'équation ( i ) 

devient 

y = — x . 




Fig. 33. 



C'est Féqualion cherchée. 

Trouver l'équation de la droite pas- 
sant par les deux points, A de coor- 
données 'À et o et ^ de coordonnées o 
et I (fig. 33). 

L'équation de la droite qui joint deux points est de la forme 
(n*» 138). 

x — ^i _ .y— ri (jx 



X.^ ^1 



y-i—ji 



On a, pour le point A, x^ 1= 2, j^ zz o, et, pour le point B, x^ -=. o, 
j, = I. 

Ce qui donne, en portant ces valeurs dans la relation (i), 

x — i _ y 
— a I 

ou X + 2J 2=0. 

C'est l'équation de la droite AB. 

140. Droites perpendiculaires, — Soit 

y = mx 



ié-'- w\. 






'^'j^^ «r^^ 
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une première droite D (fig. 34) et soit 



x' 




y = mx 

une seconde droite D'. 

Cherchions à quelle 
condition elles sont per- 
pendiculaires. 

Soit a Tangle de D avec 
Taxe O^, on a 



m 



tga. 



La droite D' perpen- 
diculaire sur la droite D 
fait avec Ox un l'angle a -|- 90°, donc 

^' = tg (90° + a), 
7?z' = — tg (i8o°— 90^ — a), 

w' = — tg(90° — a), 



et, enfin, 






m! — cot a. 


Mais 






I 




tga 


Donc 






•ni' 



tga 



m 



On a donc finalement 



mm 



qui est la condition cherchée. 

Pour que deux droites soient perpendiculaires l'une 
sur Vautre^ il faut et il suffit que le produit de leurs 
coefficients angulaires soit égal à— i. 



. T " 



^ — '.'T'."'; ** ;• -^ *- ';";'- .'ïp^*vu'»"*;*,\i;jw,vj.^'^ 
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141 . Équation de la perpendiculaire abaissée d'un 
point sur une droite. -^ Soit une droite D (fig. 35) 

y = mx + n 

et soit un point A de coordonnées x^^y^. Cherchons 
l'équation de la droite D' 
passant par le point A 
et perpendiculaire à la 
droite D. 

La droite D'passantpar 
le point A, son équation 
est de la forme (n° 131) 



y — y^=m'{x — x,), (i) 




A (jco yp ) 



Fig. 35. 



m! étant son coefficient 
angulaire. 

Les deux droites sont perpendiculaires. On a donc 
entre leurs coefficients angulaires la relation (n^ 140) 



d'où on tire 



mm 



m^^ — 



m 



Cette valeur portée dans la relation (i) donne 



y—yo=— — {^—^o)^ 



qui est l'équation cherchée. 



§ 4» — Le Cercle 

142. Distance de deux points. — i*"" cas. Dis- 
tance d'un point à V origine des coordonnées. — Soit 
un point M de coordonnées x^y (fig. 36). 

BouRLET. Cours de math, 8 
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Abaissons du point M la perpendiculaire MP à Ox : 

on a 




OP = x, PM = y. 



x 



Le triangle rectangle OMP 
donne 



0]Vr = OP +PM% 



Fig. 36. 



OM 



X' 



r 



Si on pose OM = tZ, on a donc 

C'est la formule qui donne la distance d cherchée. 

143. 2® cas. Distance de deux points quelcon- 
ques^ — Soit M' un 
point de coordonnées 
x\y' et soit M un se- 
cond point de coor- 
données X, y (fig. 37). 
Menons par M' un nou- 
veau système d'axes 
M'j?p M'3/1, parallèles 
aux premiers et de 
même sens, et soient 
j?i, yi, les coordon- 
nées de M par rapport à ces nouveaux axes. M' étant 
la nouvelle origine, les formules de changement de 
coordonnées donnent (n° 119) : 





y 


Vi 


"^fëy 






d/^ 








MYjc;y'J F 


> ^f 









X 



Fig. 37. 



X ■■ X ~T "^ 1 î i 



(0 



Or, si d est la distance des deux points M et M', on 



r 



:tT»>; 
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a, d'après le premier cas, 



(P=^x\ + y\. 



Les relations (i) donnent 



ii5 



(-) 



et ces valeurs portées dans la formule (2) donnent 

cP = (.r-a;')* + (2^ — yr- 



Ufx.y) 



C'est la formule qui donne 
la distance d cherchée. 



144. Équation du cercle. — 
i" cas. — Le centre du cercle 
est Vorigine des coordonnées. 

Soit (fîg. 38) un cercle de y\s. 38. 

-centre O et de rayon R. Pour 

•qu'un point M de coordonnées ^,3/ soit sur le cercle, 
il faut et il suffit que Ton ait 

OM=R 




ou 



OM^ = R^ 



Mais (n^ 142) on a 



on en déduit 



OW =x^ + y^\ 



x'+y^ = 'R\ 



C'est Véquation du cercle. 



L 



'*"î"^Tfr.-r 



.i 



■-wrj^Tff'^jsf 



(y: 



ri 



f^' 



yj^ 
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145. 2® cas. Le centre est quelconque. : 

Soit (fig. 39) un cercle de centre G, dont les coor- 
données sont a et b, et R son 
rayon. 

Pour qu'un point M de coor- 
données x,y soit sur le cercle, 
il faut et il suffit que l'on ait 



y 




M/^^; 



GM = R, 



ou 



Fig. 39. 



Gi\r = R% 



Mais (n^ 143) on a 



CM^ = {x— af + (3/ — bf ; 
donc, pour tout point du cercle, on a : 

{jc — aY + {y-by = W. 

C'est l'équation du cercle. 
Développons-la, elle s'écrit : 

x^-^y^ — 2flj; — 20?/ + a^ + 6^ — R^ = 



Si on pose 



a^^b'' — 'R? = c, 



elle prend la forme 



j?^ + y ^ — lax — iby + == o. 



(') 



146. — Réciproquement, toute équation de la for- 
me (i) représente un cercle. 
En effet, si on pose 



c=«2 + 6^ — RS 



fy-inrf-i- -vri^r^^y 



■i- - » 



ir^' 
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X)n en tire pour R une valeur bîen déterminée 

R = )/a^-^b^ — c; 

et en remplaçant c par cette valeur dans l'égalité (i), 
elle exprime que le carré de la distance CM est égal 
à R^;.donc que CM = R ou que le point M est sur 
un cercle dont le centre est le point C de coordon- 
nées « et & et dont le rayon est R. 



(^) 




, Exemple. — Soit l'équation : 

a:^ + jf — 20? + 4j + I = o. 

Elle est àe la ^orme (i). Elle re- 
présente donc un cercle. 

Coordonnées du centre: Comparant 
(i) et (2), on a, en égalant les cbeiTii- 
cients de x, 

* 

— 2a =z — 2 d'où a = I 
et, en égalant les coefficients de y, 

c 

— 26 1= 4, d'où b ■=: — 2 ; 

I et — 2 sont donc les coordonnées 
du centre C (fig. 40) • 
Rayon : On a c = i , 

R =[/a^+b^ — c, 

R = V/i+4— i=v/4"2=2 . 

• Connaissant le centre et le rayon on peut construire le cercle 
(fig. 40) et l'on voit qu'il est tangent en A à l'axe 0;r:. 

§ 5* ^ La pacRabole 

147. Équation de la parabole rapportée à son 
axe et à la tangente au sommet. — Soit une para- 
bole définie par son sommet O, son foyer F et sa di- 
rectrice DD' (fig. 40- 



— -É 1 



1 *■, 






ii8 
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Prenons pour axe 0^ la tangente au sommet et pour 

axe Oy Taxé même de 
la parabole, le sens 
positif étant dirigé 
vers l'intérieur de la 
courbe. 

Soit M un point de 
la parabole de coor- 
données X et y. 

Menons la perpen- 
diculaire MH sur la di- 
rectrice DD'. 



\^/^.VL .... 


p . / 


•*•• . 1 


ce 


D . M 


A/^..p D 



Fig. 41- 

Le point M étant sur la parabole, on a 



MH = MF 



ou 



MH-=MF . 



Le paramètre est la distance FA du foyer à la direc- 
trice, appelons-le^. Les coordonnées de F sont alors 

o et — celles de A sont o et — -- 



On a (n" 143) 



M H 



= M F' = x^ -+■ (y —-Y") 



(0 



Abaissons MP perpendiculaire sur Oy. 

La figure HAPM étant un parallélogramme, on a : 



Mais 
d'où 



MH=AP. 
ÂP = ÔP — ÔÂ, 

MH' = ÂP' =(y+ -^) . 



i?) 



"^^'Vft 
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Égalant les deux valeurs de MH^ données par les 
relations ^i) et (2), on a : 

(,-Hi)'=..+(,-i)'. 

Développons les deux membres, il vient, en sim- 
plifiant : 

2p7/ =xK (3) 

ce qui est Téquation de la parabole donnée. 

En résolvant cette équation par rapport à 3/, on la 
met sous la forme : 



y 



W 



rXj • 



(4) 



^ 



M/z^y; 



148. — Étant donnée cette équation, il est facile de 
trouver celle d'une parabole ayant comme axe Ox la 
tangente au sommet de la courbe et comme axe Oy 
Taxe lui-même de la courbe, 
mais le sens positif étant 
dirigé vers l'extérieur de la 
parabole. 

Soit, en effet, la parabole 

P (fi^g. 42) et sa symétrique P 

par rapport à l'axe x. Si M' 

est un point de la parabole P' 

ayant des coordonnées x et 

y\ son symétrique M situé 

sur la parabole P aura pour 

coordonnées x, — y (n** 111). 11 en sera de même 

pour tous les points de la parabole P qui auront pour 

symétriques des points situés sur la parabole P'. 

Pour exprimer que le point M de coordonnées .r, — y 
est situé sur la parabole P il suffît d'exprimer que 






Fig. 42. 
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le point M' obtenu en changeant y en — y est situé 
sur P'. Donc, connaissant Téquation de la parabole P', 

on aura Féquation de sa symétrique P en remplaçant 
y par — y ce qui donne : 



d'où 



I 2 



' 2 



149. Théorème. — La courbe qui représente la 
variation d'un trinôme du second degré est une para- 
bole. 

Démontrons, que la courbe qui â pour équation 

y = a.a?2 + 6.r+c (i) 

est une parabole. 

150. Cas particulier, — Supposons d'abord : 

b = c =^0, 

La relation (i) devient 

y = ax^, (2) 

C'est l'équation d'une parabole. 

En effet, si a est positif, on peut poser 

a^-!— (3) 



-TTT'-^^-' ----- «ry -^.-r- ■qi 'T T.-'-rj- ■^- ^~^."-,~ç'yA="-. . '^•'^ iTs" "«'» •^; -r—w- JCTJT " 
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d'où 



/? est donc un nombre positif, et Téquation (2) s'écrit : 

ce qui est (n® 147)réquation d'une parabole à axe ver- 
tical et placée au-dessus de Taxe 0.r (fîg- 4^, courbe P'). 
Si a est négatif, on peut poser 

«=-^' (4) 

d'où • 

p est encore un nombre positif. 
L'équation (2) s'écrit alors : 

y = x^ ; 

ce qui est (n** 148)réquation d'une parabole à axe ver- 
tical et placée au-dessous de l'axe Or (fig. 4^, 
courbe P). 

151. Cas général. — Dans la relation (i), mettons a 
en facteur, on a 

y=a\x^+^x+^'\. (5) 

Remarquons alors qu'on a Vïdentïté, 




122 



d'où on tire 



:x^ 
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H J^= (J^H ) — 



^a 



2 1 



y 



et, par suite, l'égalité (5) s'écrit 



(6) 



Gela étant, considérons dans le plan (fig. 43) le 
point A dont les coordonnées sont 



2/i 






4a' 



Téquation (6) s'écrit 

y = a{x 



y 


V 






/ 









X 



Fig. 43. 



■^.r+y 



!• 



(7) 



Transportons les axes 
parallèlement à eux- 
mêmes au point A et 
soient x\y' les nouvelles 
coordonnées dans le 
nouveau système ; les 
formules de transforma- 
tion (n® 119) sont 

y = y^+y'- 



Ces valeurs portées dans la relation (7) donnent 
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et, en simplifiant, 



y^=aj(/\ (8) 



La courbe représentée par Téquation (8) par rapport 
aux nouveaux axes Ax\ Ay', est une parabole ayant 
son sommet en la nouvelle origine A. Sa tangente au 
sommet est l'axe Ax' ; elle sera tournée vers les y 
positifs si fl > o et vers les y négatifs si « < o. 

Le théorème est donc démontré dans tous les cas. 
V équation 

y = ax^+bx + c 

représente une parabole à axe vertical^ dont Vouver- 
tare est tournée vers les y positifs si a est positif et vers 
les y négatifs si a est négatif Les coordonnées du 
sommet sont 



X. — - y 

* 2a 



^ac 



4a' 

Il est inutile de chercher à retenir par cœur les 
formules qui donnent les coordonnées du sommet; 
nous donnerons plus loin (n® 185) un moyen simple 
de les retrouver dans chaque cas particulier» 

152. Remarque, — Connaissant Téquation d'une 
parabole à axe vertical, il est facile d'en déduire 
l'équation d'une parabole à axe horizontal. Prenons 
pour origine des coordonnées le sommet de la para- 
bole, pour axe Oy la tangente au sommet et pour 
axe Ox l'axe lui-même de la courbe (fig. 44)« 

Si on compare, alors, ce cas au premier cas du 



npf '^sS**"'. ."^^ ' '^^i,^' '. ; 



v—fw- f, y, 



.^ _,..,.,,- .-^„.^ T^Bp;çT»-f - îT7S5r«'^'rT7y5^ 
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théorème précédent (n^ 150), on voit que Taxe Ox 

s'est changé en Oy et Taxe 
Oy en Ox. 
Pour passer de Téquation 




X^ = 2/?y 



(i) 



représentant une parabole à 
axe vertical à celle qui repré- 
sente une parabole à axe hori- 
zontal, il suffît donc de rem- 
placer dans cette équation .r 
par y et y par Xy ce qui donne : 



Fig. 44 . 



y^ = 2px. 

« 

153. Exemple. — L'équation 

y =: x^ — 3a; + 2 

représente une parabole à axe vertical et dont l'ouverture est tour- 
née vers les y positifs (n^ 151). 

Coordonnées du sommet. — On a 



auri; b =1 — 3; cm 2. 



Donc 



ri = 



ce qui donne le sommet A (fig. 45). 
Paramètre. — On a 



^i = 


: — 


ia 


- 


— . 


3 
2 


'} 




4ac — • 
4fl2 


/i2 




8 


T 


9 




• 

4 ' 



a = 



2/? 



D'où 






2p \ P 2 
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^ïrv 



L ELLIPSE ET L'HYPERBOLE 



laS 



Le foyer est donc en F sur Oj;, puisque AF zz: — et la directrice 

4 

est la droite DD' telle crue FD' = — . 

^ 2 




Fig. 45. 

La tangente au sommet A est la parallèle menée par A à Ox, 
Points où la courbe coupe Vaxe Ox, — Pour les avoir, il suffit de 
faire j =z o dans l'équation de la courbe et on a 

x^ — 3a: + 2 =z o. 
Les racines de cette équation sont 



Sitv/g — 8 __ 3zti {x' 

X =Z 5 n 

2 2 ^ * 



= 2 



I. 



La courbe coupe donc l'axe des x au point P de coordonnées 
I et o et au point Q de coordonnées 2 et o. 

Point ou la courbe coupe Vaxe Oy. — Pour a:=:oonaj=2,la 
courbe coupe donc Oy au point I de coordonnées o et 2. 



§ 6. — L'ellipse et l'hyperbole 

154. Ellipse et hyperbole rapportées à leurs axes. 
— Soient F et F' les foyers d'une ellipse ou d'une 
hyperbole (fig. 46), M un point de l'ellipse ou de 
l'hyperbole. Joignons M à F et à F'. 




^--m-^t- 



, . ^^,, . .^- ,- 



•,^ ^*. -PT v-çjtjTT"'^'?*^ 
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On a, pour l'ellipse, 



et, pour l'hyperbole. 



MF— MF = 2a 




ou 



MF'— MF=2fl. 



(0 



(^) 



(3) 



Posons 



FF' = 2C. 



On a, dans le cas de l'ellipse, 

2a>^c, d'où a>c 

et, dans le cas de l'hyperbole 

2a < 2C, d'où a<c, 

155. — Réciproquement^ si un point M vérifie une 
relation de la forme 



±MFit:MF=2a, 



(4) 



avec une combinaison de signes convenablement 
choisie, il est sur une ellipse si 



2a > 2C 



et sur une hyperbole si 

2a < 2C. 

Remarquons, en effet, que si le point M vérifie une 
des relations (4), il ne vérifiera jamais la relation 

— MF — MF' = 2a, 

car le premier membre, étant négatif, ne peut être 
égal au second qui est positif. Donc, sMe point M 



r- -^-«,^^^:.- V 
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vérifie une des relations (4) il vérifie soit(i), soit (2), 
soit (3). 

i®'" cas. Soit 2a > 2C. Nous allons montrer que le 
point M vérifie la relation (i). 

Pour cela, prouvons que le point M ne peut vérifier 
ni (2), ni (3). Soit M (fig. 46) un point quelconque du 
plan, joignons M à F et à F', le triangle MFF' 
donne 

MF — MF'<FP 



et 



Mais 



on a donc 



MF'— MF < FF. 

FF' = 2C< ia ; 

MF — MF'<2r<2«, 
MF' — MF< ic< ia. 



Donc MF — MF' et MF' — MF sont toujours plus 
petits que 2a pour tout point M du plan. 

Le point M, satisfaisant à une relation de la 
forme (4), et ne pouvant pas vérifier les relations (2) 
ou (3), vérifie la relation (i) et est sur une ellipse. 

2^ cas. Soit ia < 2c. Nous allons prouver que, dans 
ce cas, le point M vérifie la relation (2) ou la rela- 
tion (3). Pour cela, montrons que le point M ne peut 
pas vérifier la relation (1). 

Le triangle MFF' donne 



Mais 



on a donc 



MF + MF'> FF' 



FF' == 2C> 2a ; 



MF + MF'>2C>2fl. 



'7 "«'-'-/ij V;^ ^^TT * 



'~*r* . 
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La somme MF -j- MF' est plus grande que 2«, elle 
ne sera donc jamais égale à ia. Donc M ne peut pas 
vérifier la relation (i) ; il vérifie soit (2) soit (3), et il 
est sur une hyperbole, de foyers F et F' et d'axe 

transverse 2«. 



y^fx.i/) 



ff-o,oj 




Fig. 47- 



156. — Ceci posé, 
prenons FF' comme 
axe Ox et comme axe 
F/c.<?y ^ Oy, la perpendiculaire 
au milieu de FF' 

(fig- 47). 

Soit M, un point 



dans le plan, de coordonnées x et y. 
Ona(nM43). 

MF'=v/(^.— c)^+2/^ 



et 



MF = v^(a^+c)-+y. 



Pour que le point M soit sur une ellipse ou une 
hyperbole de foyers F et F', il faut et il suffit, comme 
on vient de le voir, que Ton ait : 

±MF±MF' = 2a 

et, par suite, 

=i= \/('^+c)'+2/' ± \J{x — cf'^-y^^7.a. 

C'est l'équation de la courbe rapportée à ses axes. 
Faisons disparaître les radicaux et pour cela iso- 
lons le premier radical 

d=v/(^ — c)'^ +2/^ = 2^5 ± sJ[x + cY-^y^\ 

puis élevons les deux membres de Téquation au carré. 
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Nous n'introduirons pas de solutions étrangères, 
puisque nous avons les signes (dt) devant les radicaux. 
Il vient alors : 

et, en développant, simplifiant; isolant le radical et 
divisant par 4* 

dr a s/ix-^cf+y^ = à^ '+ ex. 

Elevons les deux membres de l'équation, encore 
une fois, au carré et nous obtenons 

a^ \{x -f- c)^ + 2/^] = tz* + la^cx -f- &x^. 

Développons, simplifions et faisons tout passer 
dans le premier membre et il vient, enfin, 

{a'—à)x^'^aY — «' («' — c^)=o, (i) 

équation commune à l'ellipse et à l'hyperbole : 
Si c < âJ on a une ellipse. 
Si c>âJ on a une hyperbole. 

157. Cas de Vellipse. — On a, comme on sait, en 
géométrie, 

b étant le petit axe. 
L'équation (i) devient 

è V + a}y^ — a^6^ = o 

qui peut s'écrire, en divisant par a^6^. 

x'^ . y^ 

' "^ — I = o. 



a^ ' b^ 

BouRLET. Cours de math. 9 



(^) 



L 



» f » 



--•— . v-'-sï^ "^ 



■ ' . • 



^^-PV-TI 



x3o 



COURS DE MATHÉMATIQUES 



ï^r 



?t-' 



, G^est là Féquation de Fellipse rapportée à ses axes 

(fig.48). 

158. Cas de 
V hyperbole. — Po- 
sons, comme en 
géométrie, 

et Féquation (i) de- 
vient 

— b^x^ + a^y'^ 
+ a}b^ = G, 




Fig. 48. 

OU en changeant les signes 

6v — «y • 



a'b' = o. 



En divisant par «^6% on a enfin 



x^ y^ 



(3) 



qui est l'équation de Thyperbole rapportée à ses axes 

(fig- 49)- 

La longueur b se 

trouve facilement en 
menant parle sommet A 
de l'hyperbole la perpen- 
diculaire AB à OXf jus- 
qu'au point de rencontre 
avec l'asymptote. On a, 
comme on le sait, d'après 
la géométrie élémen- 
taire : 

AB = 6. Fig. 49. 

159. Équations des deux asymptotes de rby- 




perbole. 



Equation de V asymptote OL (fig. 49) 
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Soit a Tangle de OL avec OXj on a, dans le trîangle 

rectangle AOB, 

, AB b 

— est donc le coefficient angulaire de l'asymptote OL. 

Gomme la droite OL passe par Torigine, son équa- 
tion est de la forme 

y = mx 

qui devient, en remplaçant m par sa valeur — , « . 



r^ r- 



^ a ! 

qui est l'équation demandée. 

2** Équation de V asymptote OU, Soit a' l'angle 
de OL' avec Ox ; les angles a et a' étant supplémen- 
taires, les tangentes de ces angles sont égales et de 
signes contraires, de même les coefficients angu- 
laires. Donc 

tga' = — tg a = 

L'équation de la droite OL' est alors 

h 

y = X. 

^ a 

160. Hyperbole équilatère. — Dans l'hyperbole 
équilatère, l'angle a de l'asymptote OL avec Ox est 
égal à 4S**7 on a donc 

tga==tg45°=i 
et, par conséquent, 

— = i et o = a, 
a 



• %- • '1&' 



s : 



■r'^f. 



\."î. 
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L'équation (3) de Thyperbole devient alors 



X' 



a' 



a 



y 

î=^ I = o 



et, en multipliant par a^\ on a 



x^ — y^ — a^=zo^ 



(4) 



qui est Féquation de l'hyperbole équilatère rapportée 
à ses axes. 

161. Equation de Vbyperbole équilatère rap^ 
portée à ses asymptotes» — Considérons (fig. 5o) 
une hyperbole équilatère et prenons comme axes de 
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Fig. 5o. 



coordonnées les deux asymptotes Ojc, Oy. Soient Oo:'^ 
Oy les deux axes de Thyperbole. 



On a 



xOx' = 45^ 



Connaissant l'équation de Thyperbole équilatère 
rapportée à ses axes Oj/, Oy (4), il est facile, par un 



Tif^fm*'.. r'^' "' • • ' "^ % r^,- ,, -_- -,j,^ 



V" 
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changement de coordonnées, de trouver son équation 
rapportée à ses asymptotes Ox, Oy. 

Prenons sur la courbe un point M de coordonnées 
jo'^y^ par rapport aux axes Oj/,Oy' et de coordonnées 
jo^y par rapport aux axes Ox^ Oy- 

L'équation de Thyperbole rapportée aux axes Ojr/,Oy 
est (n" 160) 

,v'^ — y^^ — a' = o. (i) 

Les formules de changement de coordonnées, a 
étant Tangle de rotation, sont (n<»120) : 

.r = j/ cos a — y sin a, 
y = ^'sin a +2/' cos a. 

Ici on a a = 45^ ; donc 



I 
cos a = sin a == — 7=- 

2 



et il vient ,r = ,_ (x' — y') , 

■ y = -^(.r'+y'). 

y/a 

Multiplions membre à membre ces deux égalités et 
nous obtenons : 

d'où 

•^'^ — y'^ = 2*^3/- (^) 

Or, pour tout point de l'hyperbole équilatère, la 
relation (i) est vérifiée, c'est-à-tdire que l'on a 

x'^ — 7/'^ = a^ ; 
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me valeur dans la relation (2) on a donc 
2jTy = a' (3) 

Eition cherchée. 
} la forme 

xj/ = K*, 
constante. 

éciproquement, une courbe ayant pour 

xy = K- 

srbole équilatère rapportée à ses asymp- 
te équation est delà forme (3), en posant 

2 

I la valeur du demi-axe transverse, 

« = K \/2. 

éraliBation, — La courbe qui a pour 

3' sont des constantes, est une hyperbole 

ont les asymptotes sont parallèles aux 

"données. 

entrer cette proposition, nous distîngiie- 

mrticulier. — Supposons d'abord 
A = B' = o. 
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L'équation (4) prend la forme simplifiée : 

B 

g 

Si —^ est positif, nous pouvons poser 

4r = K^ 
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(5) 



et l'égalité (5) s'écrit 



^y = K», 



ce qui est bien (n® 162) l'équation d'une hyperbole 
équilatère rappor- 
tée à ses asymp- 
totes. 

Si -jTf est négatif, 

nous poserons 

et l'égalité (5) s'é- 
crit : 

Xî/ = — K*. 

Fig. 5i. 

Soit, alors, M 
(fig. 5i) un point de cette courbe de coordonnées 
X et y ; son symétrique M' par rapport à Oy aura 
pour coordonnées — j; et y. L'égalité précédente qui 
s'écrit 

exprime que le point M' est situé sur une hyper-» 




\~ 
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bole H'(en pointillé sur la figure) rapportée à ses asymp- 
totes et située dans les angles xOy et afOy' . Il en ré- 
sulte que le point M est situé sur Thyperbole H symé- 
trique de la précédente par rapporta Oy, c'est-à-dire 
sur une hyperbole située dans les angles x'Oy ç^ixOy', 
En résumé, dans les deux cas Téquation représente 
une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. 
Elle est de la forme : 

G étant une constante. Si G > o, la courbe est située 
dans les angles xOy et x'Oy^. Si G < o la courbe est 
située dans les angles x'Oy et xOy', 



Exemple. — La courbe 



r = 



I 

X 



est une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes. Construi- 




Fig. Sa. 
Bons-Ia. Le sommet de l'hyperbole est sur la bissectrice de 



' »' - 
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l'angle xOy ; les coordonnées du sommet sont donc égales : 

XT=iy = I. 

Ce sommet est le point A (fig. Sa). Le foyer s'obtient au moyen 
d'une construction facile ; on mène AD perpendiculaire à l'axe OA 
et du point O comme centre avec OD comme rayon on décrit un 
arc de cercle qui coupe cet axe au point F : c'est le foyer. Du 
reste, la courbe peut se construire par points : 

pour X :=! 1 on a j = ce qui donne A', 

» a: zn 3 » y •=, --— » B, 

et ainsi de suite. 

165. Cas général. — Dans le cas général, nous 
écrirons l'équation (4) sous la forme suivante : 



y = 



ou 




ou, enfin. 



__A__ A^'^ 

y A / "i Vil 






A' 



Posons 



A _ — B^ _ B A — A B^ _ 

et l'équation s'écrit : 

C 

y—y^= ^^r ' ^^^ 






{-»!!—•-•"»■; j,«— - (-» 
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Cela étant, transportons les axes de coordonnées 
parallèlement à eux-n>émes au point 0' (fig. 53) de 




^'^^.^Ifo* 



u:' 



ce 



N 



Fig. 53. 



coordonnées x^ et y^. Les formules de changement 
de coordonnées, sont (n° 119) 

et l'équation de la courbe (6) devient, en rempla- 
çant X et y par leurs valeurs, 

, c 

- V — — r- 

Nous retombons dans le cas précédent. Cette équa- 
tion représente une hyperbole équilatère qui admet 
pour asymptotes les axes OV et 0'y\ 

L'équation (4) représente donc, dans tous les cas 
une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont : 
la parallèle à 0^ d'ordonnée 

_ A 

et la parallèle à Oy d'abscisse 

^0 A / • 



r 
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CHAPITRE IV 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL 

DIFFÉRENTIEL 

§ I . — Tangentes et normales 

166. DéSnition, — Etant donnés une courbe C, 
un point M sur cette courbe et un point M' voisin de 
M, si, le point M restant fixe, le point M' se déplace 
sur la courbe en se rapprochant indéfiniment de M, 
la sécante MM' tend, généralement, vers une position 
limite M T qu'on appelle la tangente à la courbe au 
point M (fig. 54). 

167. Théorème. — Le coefficient angulaire de la 
tangente en un point 
d'une courbe^ est la 
dérivée y en ce points 
de r ordonnée consi- 
dérée comme fonc- 
tion de l'abscisse. 

Soit (fig. 54) M un 
point de la courbe 
C, de coordonnées 
jc, y et M' un point 
voisin de M. 

Quand on passe 
de M en M', l'abscisse^ subit un accroissement Ax 
et l'ordonnée 7/ subit un accroissement A y de sorte 
que les coordonnées de M' sont a? + A^et^ + Ay. 




Fig. 54. 
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Le coefficient angulaire de la droite MM' est donc 
(n« 138) 

^^ {y+^y) — y ^ -^y 

Lorsque le point M' se rapproche indéfiniment de 
M, la sécante MM' a pour limite la tangente MT au 
point M, 

D'ailleurs, Lx tend vers zéro et le coefficient angu- 
laire -^ de la sécante a pour limite la dérivée -—• . 
tix ^ dx 

Donc le coefficient angulaire de la tangente M T 
au point M de la courbe G est la dérivée, en M, de 
l'ordonnée considérée comme fonction de Tabscisse. 

' 168. Équation de la tangente en un point d*une 
courbe. — Soit (fig. 54) un point M sur la courbe G 
de coordonnées fixes x^ y et soient X et Y les coor- 
données courantes d'un point quelconque de la tan- 
gente M T au point M à la courbe. 

L'équation de la tangente M T, est celle d'une 
droite passant en un point M de coordonnées x^ y^ 
elle est donc de la forme (n° 137) 

X —y = m{^—x), (i) 

D'ailleurs, m étant le coefficient angulaire de la 

tangente, on a (n** 167) 

dif , 

et la relation (i) devient 

ou 
• G'est l'équation de la tangente. 
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Remarque, — Dans cette équation x.y ety'soni 
quantités fixes; X et Y sont les Coordonnées variai 

169. Exemple I. — Soit la parabole 



Elle passe [ûg. SS] 



M de coordonnéea i 




Fig. 55. 
Cherchons la tangente en ce point. Son coefflcient ang 

y = 3. 

L'équation de la tangente en M est donc 
j-3 = 3(x-.) 

Cette tangente passe par l'origine puisque son équation n 
de terme constant {n" 130), C'est OM. 

Sommet de la parabole. — La tangente au sommet de la pai 
le à Ox, son coefficient angulaire est donc nul et o 



est parallèli 
d'où 



M W -fi-'- 
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^ I 11,3 
Or, pour ar= ,onaji=-- [-i = —, 

donc X ^ et r zn — sont les coordonnées du sommet de la 

a -^ 4 

parabole. 

170. Exemple II. — Soit l'hyperbole équilatère 

rapportée à ses asymptotes {d9 164). 

Elle passe au point M, de coordonnées i et 4- Cherchons la tan- 
gente en ce point. Son coefficient angulaire est 



y=-~ï 



et, pour a; z= I, on a 



r' = -4. 



L'éqnation de la tangente en M est donc 

y r — 4 

d'où 




4 (^ — I) 



j=:~4x + 8. 

Construisons cette 
droite; nous connaissons 
un point M de la droite, 
cherchons-en un second, 
par exemple, ïe point où 
elle coupe l'axe Ox, Si 
on fait jziioonaarzza. 
Donc la tangente coupe 
Ox en un point d'abs- 
cisse a; c'est donc MT 
(fig. 56). 

He marque, — On voit, 
dans l'exemple précé- 
dent, que l'abscisse du point T est double de l'abscisse du point M. 
C'est là un fait général. 

D'où un moyen facile pour mener par un point pris sur une hy- 
perbole équilatère rapportée à ses asymptotes une tangente à la 
courbe : sur l'axe Ox on porte une abscisse double de l'abscisse 
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du point de contact et on joint ce point au point de contact; la 
droite obtenue est la tangente. 

Ceci prouve, d'ailleurs, que le point de contact M est le milieu 
de TT'; ï et T' étant les deux points d'intersection de la tangente 
avec les asymptotes. 

ni. Défbntiôn. — On appelle normale en un point 
d'une courbe, la perpendiculaire à la tangente en ce 
point. Le point de la courbe où on mène la normale 
est ce qu'on appelle le pied de la normale. 

Ainsi, soit(fig. 57) 
une courbe G, pre- 
nons un point M su r 
cette courbe, me- 
nons la tangente 
MT ; la perpendi- 
culaire M N à M T 
est la normale à la 
courbe G. M est le 
pied de cejte nor- 
male. ,,. „ 

tig. 57. 

172. Coetûcient angulaire de la normale. — Le 
coefficient angulaire de la tangente M T étant 3/', le 
coefficient angulaire de la normale MN qui lui est 
perpendiculaire (n^ 140) est 

I dx 





y 


\N 

\(X .Y) 


T 




- -/ 


';:P^(^^lr^ 


X 








\ 












y 



dy 



La normale est dont déterminée puisque Ton con- 
naît un de ses points M et son coefficient angu- 
laire r • 

y 

173. Équation de la normale. — Soit (fig. 67) un 
point M de coordonnées fixes x^ y sur la courbe G 
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et soient X et Y les coordonnées courantes d'un 
poinj; M de la normale M N. 

L'équation de la normale MN est de la forme 

(n^ 137) 

Y — y = m{X—x). (i). 

Mais m étant son coefficient angulaire, on a, comme 
nous venons de le voir, 

I dx 

et la relation (i) devient 

OU, en multipliant les deux membres par y\ 

X-x + 'y'{Y-y) = o 

OU encore, avec la notation différentielle^ 

C'est l'équation de la normale dans laquelle .r, y 
et y' sont des quantités fixes, X et Y sont les coor- 
données variables. 

174. Exemple. — Soit la parabole (fig. 58) 

r = — x^. 
ip 

On a : 

dy __ , __ x_ 
dx • p 

Le coefficient angulaire de la normale MN est donc 

dx I p 

dy j' "" ~ 



rr*7'T^ 
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et l'équation de la normale MN est 



X 



X — a: + — (Y 
P 



-7) = 



o. 



Sous-normale dans la para- 
bole. — La normale MN coupe 
l'axe des y au point N ; cher- 
choas les coordonnées de ce 
point. L'abscisse X est nulle. 

Faisons X m: o dans l'équa- 
tion de la normale et il vient 



_^+-^(Y_j) = o 
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d'où on tire 




•^ X 



Fig. 58. 



Menons par le point M la perpendiculaire MQ à l'axe Oy ; QN 
est ce qu'on appelle la sous-normale. Or, on a 



QN = ON — OQ ; 



et ON — OQ est la différence des ordonnées des points N et M, 
c'est donc Y — y dont la valeur est p. 
On a donc 

QN = />. 

Dans la parabole la sous-normale est éOnstante et égale au para- 
mètre. 



§ 2. — Rayon de courbure. 



175. Définition. — Etant donnée une courbe T et 
im point M sur la courbe (fig. Sg), menons la normale 
MN au point M et la normale M'N' en un point M' 
voisin de M. Ces deux normales se coupent en un 
point I. Imaginons que le point M' se rapproche indé- 
finiment du point M, le point I se déplace sur la 
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droite MN qui est fixe et à la limite, quand le point M' 
se confond avec M, le point I vient occuper une posi- 
tion limite C. 
y ^-;^.A-nM Le point C, ainsi 

obtenu, est/e centre 
de courbure au point 
M ; la longueur CM 
est le rayon de 
courbure. 

On appelle cercle 
de courbure au point 
M , le cercle de 
centre C et tangent 
à la courbe en M. 

Généralement le 




Fifç. 59. 



cercle de courbure en un point M d'une courbe tra- 
verse (fig. 59) cette courbe en M. Quand cela n'a 
pas lieu, le point est appelé sommet de la courbe. 

176. Calcul du rayon de courbure. — Soit une 
courbe T (fig. 69), prenons deux axes Oj7, Oy et un 
point M sur la courbe de coordonnées x, y. 

Le coefficient angulaire de la tangente en M est 
égal à y' » 

Prenons un point M' sur la courbe, voisin du 
point M. Quand on passe de M en M', l'abscisse x 
subit un accroissement Aj7, et l'ordonnée y un accrois- 
sement Ay correspondant, de telle sorte que les coor- 
données de M' sont [x -j- A.r) et {y + ^y)- De même, 
le coefficient angulaire de la tangente, quand on passe 
de M en M', subit un accroissement At/', ce qui fait 
qu'au point M' le coefficient angulaire de la tangente 

€st(y+Ayj. 

Menons les deux normales aux points M et M' et 
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soit l leur point d'intersection de coordonnées X 
et Y. 

Le point I étant sur chaque normale, ses coordon- 
nées X, Y vérifient l'équation de chaque normale. 

L'équation de la normale MI est (n^nS) 

X — x+y'Çi-y) = o. (i) 

L'équation de la normale M'I est 

X — ^ — A^ + (y + Ay') [Y — y — ^y) = o, (2) 

ce qui peut s'écrire 

X-x-A.r + y(Y — 2/).+ Ay'(Y-3^) 

- Ay (y' + Ay') = o (3) 

Les coordonnées du point I vérifiant les équations 
(i) et (3), il suffit de résoudre ces deux équations 
pour avoir X et Y. 

Retranchant (i) de (3), il vient 

— Ax+Ay(Y— 2/) — A2/(y + Ay) = o. 
D'où 

D'ailleurs, l'équation (i) peut s'écrire : 

X-x=-y'{Y-y) (5) 

et ainsi les égalités (4) et (5) donnent les valeurs de X 
et Y, coordonnées du point I. 

Si on fait tendre A.r vers zéro, c'est-à-dire si M' se 
rapproche indéfiniment de M, le point I tend vers 
une position limite G qui est le centre de courbure. 

Soient x^^ y^ les coordonnées de ce point G. 



I 




1^ 
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Quand A.r tend vers zéro, X tend vers ,t^ et Y 
vers 7/^, 

D'autre part, la relation (4) peut s'écrire, en divi- 
sant les deux termes de la fraction par A.r, 



Y-7/ = 






(6) 



Quand A.r tend vers zéro, Y — y tend vers y^ — y, 

ers 



A?/ At/' 

- , ' tend vers v'î ^v' tend vers zéro, ■ r tend v 

la dérivée de 3/', c'est-à-dire vers y ; et, par suite, 
l'égalité (6) devient à là limite 



Vi—y^ 



y 



II 



y 



n 



(7) 



La relation (5) devient, à son tour, 



a-^ — x = — y'{y, — y), 



(8) 



ou, en remplaçant y, — y par sa valeur. 



(9) 



m. Coordonnées du centre de courbure. — Les 
formules (7) et (9) fournissent les coordonnées du 
centre de courbure C. On peut en tirer les valeurs 
de x^ et 7/^ qui sont ainsi : 



X, 



x—y 



y 



II 



II 



Vi^y + 



y 

y" 
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178. Hayon de courbure. — Soit p le rayon 
;oiirl}ure cheroliû, on a (n° 143). 





?^=CM^ 


'={j:,-x)' + {y-yr 




et. 


en remplaçant (. 


i\ — .r) et {y,— y) par les 


vale 


trouvées (7) et (9), 








P'=3/"- 


{■+./■)■ , l'+rr 

- y"-" + y" 

, - - y,.- 




On 


a donc 








^\/(-+y")' 
" y" 




ou 










y[-(^)T 













C'est la formule qui donne la longueur du ra; 
de courbure. 

U faudra y choisir le signe du radical de façon 1 
la valeur de p soit positive. On devra donc prcn 
{+) si y'-' est positive, et ( — ) si j/" est négative. 

Cette égalité s'écrit quelquefois 

y" 

en employant les exposants fractionnaires. 

Connaissant le rayon p on peut tracer le cercle 
courbure. Il suliit, pour cela, de porter sur la 1 
malo MN, à partir de M, du eùté de la concavitt 






^S-^^1-^. 
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la courbe, une longueur MG égale à p et on a le 
centre G du cercle. 

179. Exemple I. — Rayon de courbure en un point dune para- 
bole. — Considérons la parabole 



r = 



x\ 



et cherchons le rayon de courbure en un point. 
Le dérivée de y est 






la dérivée seconde est 



y" = — . 
P 

On a donc, en appliquant la formule qui donne le rayon de cour- 
bure, 



\ri 






? — 



ou 



__ V/(/?2 + ^2)3 



Appliquons cette formule à la recherche du rayon de courbure 

au sommet de la parabole ; 
J/ on a alors a: = o, d'où 

\/{p^' 
9= ^/ =P' 

Au sommet, le rayon de 
courbure est donc égal au 
paramètre, c'est-à-dire qu'il 
est égal à i OF (fig. 6o), 
F étant le foyer. 

Il est alors facile de tracer 
ce cercle de courbure qui 
ne traverse pas la courbe. 
Comme la parabole, au 
voisinage de son sommet, 
se rapproche beaucoup de ce cercle, il y a avantage, au point de vue 
graphique, à le tracer. 




Fig. Go. 



J ■ ' ' . 
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180. Exemple II. — Rayon de courbure en un point d'une ellipse, 
— Considérons une ellipse rapportée à ses axes 

résolvons par rapport ky. On obtient 

b 



y 



a ^ 



et prenons le radical avec le signe (+) en ne considérant que les 
points de l'ellipse situés au-dessus de l'axe Ox. 
La dérivée de y est : 



b — IX b X 






« iyja^—x- « \Ja^ — x^' 

la dérivée seconde est 

\ a^ — x"^ — X ■ - * 

b Sja?- — x^ 



^ "" a a^ — x2 

ou 

ab 



f = - 



V/(a2 — x^f ' 

Appliquant la formule qui donne le rayon de courbure, on a 

"3 



P = 



~vO+-S-^^^) 



ab 



\/(a^ — x'^)^ 



Le radical du numérateur doit être pris avec le signe ( — ) car p 
doit être positif. 

£n simplifiant le numérateur, on a 



-V- 



ou : 



(a* — c'^x'^f 
a^ {a^ — a;^)^ 

I ^^■MMH^^B I - - 

r 



a*b 
car a^ — b^ =1 c^. 
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Ce qui donne le rayon de courbure en un point de la courbe 
d'abscisse x. 

Appliquons la formule à/ la recherche des rayons de courbure 
aux sommets A et B (fig. 6i), 

Faisons pour cela a: z= a et on a 

^ "~ a^b ~ a'^b 

Mais, a^ — c^ zz h^ ; donc 

^ ~ a'b 
ou I 

^ ' 'a 

C'est le rayon de courbure en A. 
Pour le sommet B, faisons x zr q, on a 

' a* h 

ou 

W p = — • 

181. Construction des centres de courbure aux sommets de l'ellipse. 
— Menons (fig. 6i) les tangentes aux sommets A et B. Nous for- 
mons ainsi un rectangle OACB, dont le sommet C est dans l'angle 
xOjr. Joignons AB et par le point C menons CH perpendiculaire 
sur AB. Cette perpendiculaire coupe Ox en a> : c'est le centre du 
cercle de courbure au point A ; la perpendiculaire coupe ensuite Oj 
en lo' : c'est le centre du cercle de courbure au point B. 

En elTet^ nous allons prouver que 

toA zi: — . 
a 

Les triangles toAC et BOA sont semblables (car ils ont les côtés 
respectivement perpendiculaires) on a donc 

coA OB 



ou 



AC ~ 


" OA 


o)A 


b 


b 


a 
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Les triangles, ui'BC et OBA sont semblables, pour la a 
raison que plus haut, on a donc 

t»'B _ OA 
BC ~ OIÏ* 



Donc (o' est bien le centre de courbure au point B. 

Ces cercles de courbure étant traces, l'ellipse est presque d. 
mince, graphiquement, puisque l'on sait qu'elle est tan)i;entc < 
et B aux cercles de courbures tu et lu' et qu'elle doit passer c 
îes deux cercles. 
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S 3. — Construction d'une courbe donnée par son 

ÉQUATION. 

482. Résumé des cas les plus simples. — Les 
résultats que nous avons établis au Chapitre m nous 
permettent dans un certain nombre de cas simples 
de connaître la définition et le caractère géométriques 
des courbes représentatives des variations de cer- 
taines fonctions simples. 

Nous allons d'abord résumer ces résultats géné- 
raux. 

bans chacun de ces cas il suffira, pour construire 
la courbe, puisqu'on connaît sa nature, d'en avoir un 
certain nombre de points ou les éléments principaux. 

483. Constante, — Lorsqu'une fonction est cons- 
tante^ sa courbe représentatwe est une droite paral- 
lèle à Vaxe Qx (n** 428). 

Ainsi l'équation 

y=b 

représente une droite parallèle à Ox qui coupe Taxe 
Oy au point d'ordonnée h. 

484. Binôme dupremier degré. — La courbe repré- 
sentative de la variation d'un binôme du premier 
degré est une droite. 

L'équation 

y =^ax -{-b 

représente, comme nous l'avons vu (n*^' 434 à 434) 
une droite qui fait avec l'axe Qx un angle a tel que 

tang cf.= a. 



r 



4 ,- 
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Pour construire cette droite (n° 435), il suffît d'en 
connaître deux points. On prendra, par exemple, le 
point où elle coupe Taxe Oy 

jc = o, y = b 

et le point d'abscisse i, 

x=i^ y = a-\-b. 

185. Trinôme du second degré. — La courbe 
représentative de la variation d'un trinôme du second 
degré est une parabole à axe vertical (n"" 449). 

Pour construire la parabole dont Téquation est 

y = aa^ -\-bx +c ( i ) 

on en cherche d'abord le sommet. C'est le point où 
la tangente est parallèle à Ox,, c'estrà-dire le point 

où le coefTicient angulaire de la tangente -—-est nul. 

On a donc, au sommet, 

— ^ -= lax 4- 6 = o. 



dx 
ce qui donne : 

X 



ia 



En donnant à x cette valeur dans l'égalité (i) on a 
l'ordonnée y du sommet. 

En attribuant à x d'autres valeurs, on aura d'autres 
points de la courbe qu'on pourra marquer. En parti- 
culier, en faisant .r = o on a le point 

x = o^ y =c 
où la courbe coupe Oy ; et en cherchant les racines 



-'^■'^--*-'* 



-« T 
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de Téquation 

axr' -\- bx -\-c=o, 

on a, si ces racines existent, les abscisses des points 
où la parabole rencontre l'axe Ox, 

On sait, d'ailleurs (n° 151), que Touverture de la 
parabole est tournée vers le haut ou vers le bas sui- 
vant que a est positif ou négatif et, qu'en outre, le 
paramètre p de la parabole est égal à la valeur 

absolue de 

186. Quotient de deux hinômes du premier degré. 

— La courbe représentative de la variation du quo- 
tient de deux binômes du premier degré est une hyper- 
bole équilatère dont les asymptotes sont parallèles 
aux axes. 

Nous avons vu, en effet (n"* 163), que l'équation 

C 



y 



X 



représente une hyperbole équilatère rapportée à ses 
asymptotes. 

Plus généralement (n° 165) l'équation 

_ Ax + B 

y— A'.r + B^ 

représente une hyperbole équilatère dont une des. 
asymptotes est la parallèle à Ox d'ordonnée 

A 

et dont l'autre asymptote est la parallèle à Oy d'abs- 
cisse 

__B' 
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Pour achever de déterminer la courbe on pourra 
en chercher quelques points ; par exemple, ceux où 
elle coupe les axes qui sont : 

B 

et 



x = ^, y = o, 



^ = o, y 



B 



B' 



187. Marche à suivre pour construire une 
courbe quelconque. — Lorsqu'on donne une équa- 
tion et qu'on demande de construire la courbe repré- 
sentative, on commence par résoudre Téquation par 
rapport à y. Elle prend la forme 

et on étudie les variations de la fonction fi.Jc) en sui- 
vant les procédés généraux exposés plus haut (n°97). 

On fait le tableau résumé des résultats. 

On marque avec soin quelques points particuliers : 
ceux pour lesquels la dérivée s'annule, car en ces 
points la tangente est parallèle à Taxe Or; les points 
où la courbe coupe Taxe Oy, il suffit de faire .r = o; 
les points d'intersection de la courbe avec O.r, en cher- 
chant, si cela est possible, pour quelles valeurs de .r 
on a 3/ =o. 

Enfin, on calcule les maxima et les minima de la 
fonction. 

188. Exemple L — Construire la courbe 

y = ax\ 

C'est ce qu'on appelle \^ parabole cubique. 
Supposons a > o^ la dérivée est 

y' = 3a.X'^-. 



r ' . .Y ■ 'j ^i -^^y^T V -.' 
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Cette dérivée est toujours positii^e^ donc la fonction 
est toujours croissante, 

La dérivée est nulle pour ,x= o. 




Fig. 61. 

Pour x = zt 00, la fonction est du signe j;^ et infî 
niment grande. 

On a donc le tableau suivant : 



• 

X 


y' 


y 


QO 


+ G0 


+ 00 

+ 


+ 
+ 00 


— 00 

croît 


croît 

1 



On peut alors construire la courbe (fig. 62). Elle 




-;r» -^ »- ^. 'I 



» . 



I • 



. "♦ 
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i^g 



présente à l'origine des coordonnées un point d'in- 
flexion où la tangente est Ox, 

489. Application. — Cette courbe trouve son appli- 
cation en construction, quand on calcule la résistance 
des bois ronds. 

Soit D le diamètre du bois et soit Pie poids unique 
agissant au milieu de la pièce de longueur /, on 
trouve entre D, P et Z la relation suivante 



P = K 



D; 

/ 



(0 



K étant un coefficient numérique. 

Traçons (fîg. 63) deux axes 0.r, Oy portons les 
valeurs de P en ordonnées et les valeurs de D en 
abscisses. 

En d'autres termes 
faisons 

P = y, D=,r, 
on aura : 



H 



.r'. 



(2) 




Fi g". 03. 



Si, dans les rela- 
tions (i) et (2), on 
donne à / des valeurs 
successives i"*, p/", 3'" 
etqu'on construise les 
différentes paraboles cubiques on obtient ce qu'on 
nomme un abaque. 

Cet abaque étant construit une fois pour toutes, 
pour trouver, par exemple, le diamètre D à donner 



*i TMT-r 
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à un bois de 3 mètres de portée pour qu'il résiste à 
une charge P de looo kgr., on procède ainsi : 

Supposons que pour tracer l'abaque on ait porté 
sur Ox les valeurs de D en centimètres, et sur Oy les 
valeurs de P de loo kgr. en loo kgr., on prend sur 
O3/, 1000 kgr. c'est-à-dire la dixième division et par 
le point A on mène une parallèle à 0.r. Cette paral- 
lèle rencontre la parabole cubique /= 3 au point M. 
Par ce point menons MP perpendiculaire à Ox^ 
mesurons la longueur OP et nous aurons la valeur 
de D en centimètres. 

On peut inversement avoir à calculer la charge P 
que peut porter un bois ayant un diamètre donné 
D= i3 cm. et une portée de 3 mètres. 

Pour cela on porte, sur O.r, D=i3 cm. On a le 
point P (fig. 63), on mène la parallèle PM à O3/, elle 
rencontre la parabole cubique / = 3 au point M ; par 
ce point on mène M A parallèle à Ox et on a la Ion 
gueur O A qui donne la valeur de P en kilogrammes, 
ici 1000 kgr. 

190. Exemple II. — Construire la courbe donnée 
par Véquation 

y = x^ — gx^ + ^À'^ -+- 1 • 
La dérivée de y est 

y' = ^x^ — i8.r4- ^4, 
y = 3(.r'^ — 6.r + 8). 

Cherchons pour quelles valeurs de x la dérivée s'an- 
nule ; ce sont les racines de Téquation 

x^ — 6x -f 8 = 

^ ^ ' x= 2. 



X 



f 



^,- 



VT 
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La dérivée s'annule pour .r = 2 et jp = 4- 

Nous avons donc trois intervalles à considérer : 

( — 00,2), (2,4) et (4, +00) dans chacun desquels la 

dérivée conserve un signe constant. 

X croissant de — x à 2, la dérivée est positive, 
la fonction croît. D'ailleurs, pour .r = — 00 (n° 47) 
le polynôme est infiniment grand et du signe de 
son terme de degré le plus élevé j?^, donc né- 
gatif. 

Pour .r = 2, il est maximum et égal à 

8 — 36 + 48+1=21. 



Donc, y croît de — 00 à 2 1 . 

Quand x croît de 2 à 4^ la dérivée est négative : 
la fonction décroît 
de 21 à un mini- 
mum 

64-144 + 96+1 

= 17. 

Enfin, j; croissant 
de 4 à + 00 , la dé- 
rivée est positive 
et la fonction croît 
de 17 à +00 (car, 
pour j; = + 00 , j?'^ 
est positif). 

Valeur particu- 
lière : pour X =0^ 

La discussion se résume dans le tableau sui- 
vant : 

BoLRLET. Cours de math. i r 




Fig. G4. 
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X 


/ 


y 


00 


+ » 


t 

00 




+ 


croît 


o 


8 


I 




+ 


croît 


2 


O 


21 [max. relatif.) 






décroît 


4 


o 


17 [minimum) 




+ 


croît 


+ 00 


+ œ 


+ «. 



Construisons la courbe représentative de la varia- 
tion. 

X croissant de — 00 à 2, on a une branche de courbe 
ascendante AB (fig. 64); partant de Tinfini, à gauche 
en bas, et montant au maximum relatif B (2, 21). 
Pour avoir ce point dans les limites de la feuille, 
supposons que Féchelle sur Taxe Oy soit cinq fois 
plus petite que Téchelle sur Taxe Ox, 

Cette branche coupe Taxe des x et Taxe des y. Elle 
coupe Taxe des y au point M (0,1). 

X variant de 2 à 4» la courbe redescend de B au 
minimum C (4>i7) î pour remonter, quand x croît 
de 4 à +00 , de C jusqu'à Tinfini à droite, en haut. 

Aux points B et C la tangente est horizontale 
(parallèle à Ox), puisque y' = 0, 
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Constructions d'abaques. 

194. Marche à suivre pour résoudre graphique- 
ment une équation. — Soit à résoudre Féquation 

■/■(.r) = o. (.) 

Posons : 

Résoudre Féquation (i) c'est trouver les valeurs 
particulières àe x pour lesquelles y=:o. 

On construit^ par suite, la courbe représentative de 
la fonction (2) avec soin et on prend les points d' inter- 
section de la courbe avec Vaxe Ox ; les abscisses de 
ces points sont les racines de l'équation donnée (i). 

En fait, il n'y a pas besoin de construire avec soin 
toute la courbe, il suffit de construire exactement les 
portions de courbe au voisinage des points où elle 
rencontre Vaxe Ox, 

192. Exeitnple. — Résoudre l'équation du troisième 
degré 

x^ — 3j?-f" I =0. 

Posons 

y = x^ — 3.r + I 

et étudions la variation de cette fonction. Sa dérivée 
est 

y' = 3x' — 3 = 3 (.r- — i). 

Cette dérivée s'annule pour j? = dt i. 

Nous avons donc trois intervalles à considérer : 



l 
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f- 1) et {i, + oo ) dans chacun des- 
iserve un signe constant. 

00 à — I, la dérivée est positive, 
'ailleurs pour,r= — oo (n" 17) le 
ment grand et du signe de son 
iliis élevé ,/•■', donc négatif. 

1 est, maximum, égal à 3. Donc, 

1 — I à + I, la dérivée est néga- 
écroît de 3 à un minimum éffai à 



l de I à + <o , la dérivée 
I croit de — i à + oo (i 
isitif). 
résume dans le tableau suivant : 



posi- 
pour 



/ 


y 




-» 


+ 


croit 





3 (,«»..) 


- 


décroît 


o 


- 1 [min.) 


+ 


croit 




+ « 



ourbe représentative de la varia- 

-oo à — I, on a une branche de 
CM (fig, 65) partant de l'infini, 
montant au maximum M ( — i,3). 




,1-*^- 
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j; variant de — i à -f i, la courbe redescend de M 
au minimum m (i, — i) ; pour remonter, quand x 
croît de I à + oo , de m jusqu'à l'infini à droite, en 
haut. 

La courbe coupe l'axe Oy au point D (o, i). 

On voit que la courbe coupe trois fois Taxe 0.r, 
Téquation donnée a donc trois racines : deux racines 
sont positives et données par les abscisses des points 
A et B, une racine est négative et donnée par Tabs- 
cisse du point G. 




Fig. 65. 



Fi g. 65 bis. 



Calculons, par exemple, l'abscisse du point A : pour 
cela construisons avec soin Tare D A/?z à une échelle 
plus grande. Faisons varier ^de o à i (fig. 65 bis). 



X 
X 



0,1 
0,2 



X = o,3 

X = 0,4 



y z= 0,001 0,3 + I = 0,701, 

y = 0,008 — 0,6 + I = 0,408, 

y = 0,027 — 0,9 + I = 0,127, 
y = 0,064 — 1,2 + I -= — o,i36. 



On joint par une courbe les différents points obte- 
nus, la courbe coupe Taxe Ox en un point A et en 
mesurant l'abscisse OA à l'échelle choisie on a une 
valeur approchée d'une racine de l'équation. 



L. 
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Cette valeur est environ o,33. 

On calculerait de même les deux autres racines de 
Téquation. 

193. Hésolutions par abaques. — On appelle «6a- 
que un ensemble de courbes destiné à résoudre par 
des tracés graphiques des équations d'un type déter^ 
miné^ ou à trouver, par le graphique, les valeurs 
numériques d'expressions algébriques données. 

Dans les problèmes de construction sur la réparti- 
tion des tôles de semelles dans les poutres de fer 
double T (*), on a à résoudre une équation de la forme 

x^ =px + q. (i) 

Voici un moyen simple de trouver les racines de 
cette équation incomplète du 3® degré. 

Posons 

y = x^ (2) 

et 

y=px + q. . (3) 

L'équation (2) représente une parabole cubique 
(n° 188) ; l'équation (3) est l'équation d'une droite 
(n° 131). 

On peut donc construire les courbes (2) et (3) et 
les abscisses des points de rencontre de la* droite 
avec la parabole cubique sont les racines de l'équa- 
tion donnée (i). 

On construit (fig. 66) la parabole cubique 

y = x^ 
avec soin une fois pour toutes^ c'est Vabaque qui sert 



(') Voir : Brune, Cours de construction, p. 48 à 52 et Pillet, Traite de 
stabilité des constructions, p. 194. 
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à résoudre toutes les équations de la forme 



l^a 



,.3 



Puis, on construit la droite 

pour cela, il suffit de connaître deux de ses points : 

Pour J7 = o,ona?/ = ç, 
ce qui donne le point Q 
(0,9) ; pour x= I, on a 
y =p -j- q^ ce qui donne 

le point A {i,p-\-q)' 

Joignant A à Q, on 
obtient la droite 

y=px+q ; 

les abscisses des points 
d'intersection de la 
courbe avec la droite 
AQ sont les racines de 
Téquation cherchée. 

Ainsi, dans la figure 
66, la droite AQ coupe la 
parabole cubique en Fïg. 66. 

trois points M, N, R ; 

Téquation donnée a donc trois racines : deux racines 
sont négatives et données parles abscisses des points 
N et R ; une racine est positive et est donnée par 
l'abscisse du point M. 

194. Pratiquement^ on construit une fois pour 
toutes, sur une feuille de papier fort, la parabole 
cubique (fig. 66 bis). Pour plus de commodité, on 
peut prendre des échelles différentes sur les deux 
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axes ; il y a, en général avantage à prendre Tunité sur 
Ox beaucoup plus grande que sur Oy, 

On gradue Ox et Oy ; puis, on trace la droite z'z 
parallèle à Oy à la distance i . On porte sur elle les 
mêmes graduations que sur Oy, 







n 


y 




z 

li- 


/ 








li 


9 




J3P*9 1 








n 






12 j 








11 






11 1 








10 






10 








9 


. 




S 








8 






a 








7 


, 




7 /.'-' 








6 






6 ,.'/m 








S 




^ 


y^ / 










3. 


^ 


• 


k / 
3 / 










.'-> 






2/ 








^-' ' 


1 












■2 


:'A-' 


•oj 


w 


_^,,^ 












-7 
2 

-3 


o,s ' 


'-; 1,S m 2 z^s 

-2 

•3 


JC 






•♦ 






-4 




/ 




5 






'S 




/ 




■e 






-6 




/ 




■7 

■s 




' 


-7 
-8 




/ 




•s 






-S 




1 




-IL 






-10 




1 




-11 


9 

y 


1 


•iîV*9 
r' 








Fij 


?■ 


66 bis 


■ 







On exécute tout ceci avec le plus grand soin et à la 
plus grande échelle possible. On a ainsi Vabaque qui 
servira à résoudre toutes les équations incomplètes 
du troisième degré. 

Pour résoudre l'équation 



..3 



X — px — q --=: o. 



on prend le point de Oy de cote ^ et le point de z^z de 
cote p-^ g; on joint ces deux points par une droite. Les 
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abscisses des points d'inter>section de cette droite avec 
la parabole cubique sont les racines cherchées. On 
les mesure à l'échelle de Ox. 

Pour ne pas abîmer Tabaque, qui doit servir indé- 
finiment, on ne fait pas la construction sur Tabaque 
lui-même, mais sur une feuille de papier calque 
posée sur lui. 

Exemple. — Soit à résoudre l'équation 

X^ 2X 3 =Z o. 

On a, ici, q z=:3, p -{- q =.6. On joint donc, sur Tabaque (fig. 66 bis) 
les points de cote 3 sur Oj et de cote 5 sur z'z. La droite ainsi obtenue 
ne coupe la parabole cubique qu'en un seul point M. Par M on 
mène la parallèle Mm à Ojqui coupe x'x en m. La cote de m sur Ox, 
est la racine cherchée. On trouve, sur l'abaque, 

X ■=: Om :=. 1,87. 

195. Exemple d'abaque. — On trouve, en construc- 
tion (^), que si a est la largeur et si b est la hauteur 
d'une solive en bois de section rectangulaire, si on 
applique au milieu de la solive une charge P, l étant 
la longueur de la solive, il existé entre ces divers 
éléments la relation suivante 

P=K ^*' 



K étant une constante numérique. 

Dans le cas particulier de /= i m. on a 

F = Kab'. ' (i) 

Différents problèmes peuvent se poser suivant que 
Ton prend poui; inconnue P, a ou b. 



(') Voir : J. Pillet, Traité de stabilité des constructions^ p. 148. 
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Ils se résolvent en construisant un abaque. 
On mène deux axes rectangulaires O.r, O^. Sur Oj; 
on porte les valeurs de a et sur Oy les charges P. 

x=a^ y = V, 
La relation (i) est alors de la forme 



ou 



y =jnx^ 
m = Kb\ 




Fig. C7. 



C'est donc une droite passant par Torigine des 

coordonnées. 

On donne à 6 la valeur 
o,o5 m. ; on construit la 
droite correspondante 
(fig. 67) et on la cote 5 cm. 
On donne de même 
à h les valeurs 0,06, 
0,07, 0,08..., on cons- 
truit les droites corres- 
pondantes et on les cote 

6cm., 7 cm., 8 cm 

Cest Vensemble de ces droites qui constitue l'aba- 
que. 

196. Premier problème. — Quelle est la hauteur b à 
donner à une poutre de largeur a pour qu'elle puisse 
supporter en son milieu une pression P, sa portée 
étant de i m ? 

On prend sur l'axe O.r; la valeur de a évaluée en 
centimètres, si Fabaque a ses abscisses en centi- 
mètres, soit OA. 

On prend sur l'axe Oy la valeur de P, soit OB; on 



^ -., _,.... ^ ■ -• . 



AB ACCES 171 

mène AM parallèle à Oi/ et BM pai*allèle à Ox,, ces 
deux droites se coupent en M. 

On voit que le point AI se trouve sur la droite cotée 8. 
La hauteur de la poutre doit donc être de 0,08. 

Si le point M tombait entre les deux droites 6 cm. 
et y cm., la hauteur de la poutre serait de 0,06 
à 0,07 ; on adopterait, pour plus de sécurité, la valeur 
par excès 0,07. 

197. Deuxième problème. — Une poutre rectangu- 
laire, de hauteur b et de largeur a, étant donnée^ quel 
poids P peut-on appliquer en son milieu^ sa portée 
étant 1 m ? 

Supposons que l'on ait donné pour la hauteur b 
0,08. On prend sur la droite cotée 8 cm. un point M 
dont Tabscisse OA=a et on mène MB parallèle 
à 0.r; la longueur OB mesurée à Téchelle donne la 
valeur P. 

198. Autre exemple d^abaque, — Dans le calcul 
d'un solivage parallèle et équidistant on a, en cons- 
truction (*), pour faire le calcul des dimensions des 
poutres la relation suivante 

Q==K^ (i) 

dans laquelle Q est la charge supportée par un mètre 
carré do plancher; 

/, la portée de la poutre ; 

a, la largeur; 

6, la hauteur ; 

0, l'écartement des solives d'axe en axe ; 

R,'un facteur constant. 



(') Voir : J. Pillet. Traité de stabilité des constructions, p. i:)i 
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Posons dans la relation (i) 



t nous avons 



■^■ 



(3) 



Menons deux axes rectangulaires Ox, Oy (fig;, 68) et 
portons les valeurs de Q sur 0.r; la relation (3} est 
alors de la forme, puisque (^^=x. 

C'est une droite passant par l'origine des coordon- 
nées. 




Donnons à / les valeurs i "", 2™, 3™, et cons- 
truisons les droites correspondantes que nous cotons 

;=i'°, ^=2^ ... 

Posons en second Heu — =^x et portons sur 

l'axe Ox, alors la relation (2) devient 

ce qui représente une hyperbole équilatère. 
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En donnant à 6 les valeurs lo*'"', i5 ^""j 20 *''" 

et en construisant chaque fois Thyperbole équilatère 
correspondante, on obtient une série d'hyperboles 
équilatères que Ton cote 10 ^'°, i5 *""*, 20 ^'". 

Ces deux tracés forment un abaque qui sert à 
résoudre toutes les questions de solivages. 

L'axe 0?/ portera une graduation unique arbitraire. 

L'axe Ox portera deux graduations, Tune pour Q, 

l'autre pour — • 
^ a 

199. Premier problème. — Calculer la hauteur ha 
donner à la poutre dun solwage parallèle et équidis- 
tant connaissant sa largeur a, la charge Q supportée 
par mètre carré de plancher^ la portée b de la poutre^ 
Vécartement 2 des solives. 



(S 



On connaît — -^que Ton porte (fig. 68) sur Taxe Ox, 



ù 



soit OA ■:= — , on mène AM parallèle à Oy. 

Sur Taxe Oj:;, on porte la valeur de Q, soit OB = Q, 
c'est l'abscisse de la droite, on mène BN parallèle à 
G?/, BN rencontre la droite / = 4 au point N (en sup- 
posant que la portée donnée l soit de 4"')- 

La longueur NB est la valeur y inconnue. Par le 
point N, on mène une parallèle à Ox et soit M le point 
où cette droite coupe AM. Si le point M est sur une 
hyperbole équilatère, par exemple l'hyperbole cotée 
i5*"", la hauteur demandée sera de o,i5"\ 

Si le point M tombe entre deux hyperboles iS*"™ 
et 16 '^^ par exemple, la hauteur demandée sera de 
o™,i5 à o™,i6. 

200. Deuxième problème. — Calculer la largeur b à 
donner à une poutre d'un solivage parallèle et équi- 
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distant connaissant sa hauteur a, la charge Q sup- 
portée par mètre carré de plancher^ la portée l de la 
poutre, Vécartement des solives. 

C'est donc — qui est Tinconnu. 

a ^ 

Portons la valeur de Q sur Ox (fig. 68), soit OB = Q ; 
menons BN parallèle à Oy jusqu'à sa rencontre en N 
avec la droite /=4 (si on suppose que la portée don- 
née de la poutre est de 4 '"')? on mène NM parallèle 
à Ox jusqu'à sa rencontre avec l'hyperbole équilatère 
lô*"" (en admettant que l'on ait donné 6 = 0,1 5) et 
en menant MA parallèle à Oy, on a le quotient 



OA = — cherché 
a 



201. — Ces quelques exemples d'abaques suffisent 
pour montrer leur utilité. 

Ces procédés graphiques tout élémentaires condui- 
sent rapidement au résultat utile, sans calculs préa- 
lables. Avec eux, on peut donc éviter tout calcul 
dans les questions de construction. L'usage des 
abaques se généralise, d'ailleurs, de plus en plus et 
des ingénieurs distingués ont dressé des abaques 
réunis en ouvrages destinés à résoudre toutes les 
questions classiques de construction. 11 est inutile 
dans chaque cas de connaître la théorie de l'abaque, 
il suffira de suivre les indications données par l'au- 
teur pour l'usage pratique. Nous avons tenu cepen- 
dant, ici, à faire saisir par des exemples simples l'es- 
prit des méthodes suivies dans l'établissement de ces 
tracés (^). 



(') Les règles générales pour la construction des abaques ont été réu. 
nies dans un volume, intitulé Traité de Nomoi^raphie (Paris, Gauthier- 
Villars), par M. Maurice d'Ocagne ; nous renvoyons le lecteur, pour plus 
amples détails, à cet intéressant ouvrage. 



!■* 



CHAPITRE V 



INTEGRALES 



§ I. — For^CTIONS PRIMITIVES ET INTÉGRALES 1NDÉF1>'IES. 

202. Définition, — On appelle fonction primitive 
d'une fonction donnée une autre fonction dont la 
dérivée est égale à la fonction donnée. 

Ainsi, par exemple, la dérivée de x^ est 3 X' : par 
conséquent .r^ est une fonction primitive de 3.r^ 

De môme, la dérivée de (vr;^ + 4) est3.r- : par con- 
séquent x^ + 4 est aussi une fonction primitive de 3 .r^. 

On voit par ces deux exemples qu'une fonction 3 x'-^ 
peut avoir plusieurs fonctions primitives. 

Trouver une fonction primitive c'est ce qu'on appelle 
intégrer, 

203. — Le problème de la recherche de la fonction 
primitive peut encore s'énoncer ainsi : 

Intégrer une différentielle c'est trouver la fonction 
dont V expression donnée est la différentielle. 

Cette fonction se nomine Yintégrale indéfinie de la 
différentielle. 

Soit f[x) dx une différentielle, si on intègre f{x)dx 
on a une certaine fonction F(j:^) et si on différentie F(.r) 
on retrouve /*(,x) dx. 

204. Notation. — La fonction primitive de f{x) ou 
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indéfinie de la difTérentieUe f{x)dj: se repré- 
e symbole : 

//■(,r)rf.r. 

somme de f{_x) dx. 

lARQUE. — Il est bon de remarquer qu'on 
iction primitive d'une fonction donnée et, 
■t, Yintégrale indéfinie d'une différentielle, 
'on considère qu'on se donne soit la déri- 
différentielle. 

t questions, au fond, n'en font qu'une pré- 
s des aspects un peu différents. 

Mme, — Lorsque ta dérivée d'une fonction 
îtte fonction est constante. 
clTet, une fonction j/ de variable xeX sup- 
; pour toutes les valeurs de x-, on ait 

dx 
présente graphiquement la fonction y, on 
; courbe et —^ est le coefficient angulaire 
:nte en un point {x,y) de la courbe. Mais, 
èse, ce coefficient angulaire est toujours 
gentc à la courbe est donc toujours parai- 

0,r(n° 167). 

courbe, dont la tangente est continuelle- 
Uèle à 0.r, est évidemment une droite 

Ox. 

on est donc de la forme 

y=c-, 

ait démontrer. 
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207. Théorème. — 7bw/e fonction continue àd^et 
une infinité de fonctions primitives qui diffère fit les 
unes des autres par des constantes. 

Soit une fonction continue f [x) de variable jo ; 
démontrons d'abord qu'il existe une fonction primi- 
tive. 

Construisons la courbe représentative de cette 
fonction 

Prenons sur la courbe (fig. 69) un point fixe A et 
menons l'ordonnée AA' ; prenons ensuite, sur la 
courbe, un point variable M d'abscisse x et menons 
l'ordonnée MM'. 

Considérons la somme algébrique S des aires 
ombrées en les faisant précéder du signe (+) si elles 
sont situées au-dessus de Ox et du signe ( — ) si elles 
sont situées au-dessous de Ox^ on a, dans notre 
figure, 

S = AA'B — BCD + DMM'; 

D'une manière générale, S est la somme des aires 
comprises entre la courbe, l'axe O.r et les deux 
ordonnées extrêmes, chaque aire étant positive ou 
négative suivant qu'elle est au-dessus ou au-dessous 
de Taxe O^. 

Cette somme S est une fonction de x car elle est 
bien déterminée dès qu'on se donne l'abscisse x du 
point M et elle varie quand M se déplace. 

Nous allons démontrer que 

Il y a deiix cas à considérer : 

BouRLET. Cours de malh. 12 
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208. — 1° Ze jyom/ M pris sur la courbe a une 
ordonnée positive. 




Prenons sur la courbe (fig. 69) un point N, voisin de M, 
dont l'ordonnée est [y + Ay) et Tabscisse x + A^. A.:r 
étant positif, la surface S a augmenté du trapèze cur- 
viligne M M' xN N' : 

AS = surface MM'NiV. 

Menons par M une parallèle à Oj?qui coupe NN' 
en P et par N une parallèle à O^ qui coupe M M' 
en Q. 

La surface AS est comprise entre Taire du rec- 
tangle MP N' M' et l'aire du rectangle QN N'M', on a 
donc 



Surf. MPiYM'< AS < Surf QNNW. 



(0 



Évaluons les deux surfaces M P N'M' et Q N N'M' : 
elles ont même base M'N'=Aj? et pour hauteur 
Tune M M' = y et l'autre NN' = 2/ + A2/. 

On peut donc écrire la relation (i) ainsi : 

y.^x < AS < (y H- Ay) A.r 
divisons le tout par A.r, ce qui est permis puisqu'on 
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a supposé Ix positif, et nous avons : 

Mais, lorsque \x tend vers zéro, A?/ tend aussi 

vers zéro et par conséquent 2/ + Ay tend vers y. 

AS 
Le quotient — - étant compris entre y et une quan- 
tité qui a pour limite y, a lui-même pour limite y 
lorsque A j? tend vers zéro. 

Or la limite de -— est la dérivée -y- on a donc 

A.r dx 

dS_ 
dx '^' 

209. — 2° Le point M est dans une région de la 
courbe ou V ordonnée est négative. 

Prenons sur la courbe (fig. 70) un point A et menons 




M' H X 



Fig. 70. 



^(x.yf 



l'ordonnée A A'; puis considérons un point M (.r, y) 
tel que l'ordonnée M M' soit négative. Donnons àx un 
accroissement Aj? positif, y prendra un accroissement 
^y et Ton aura le point N d'ordonnée N N'. 
Dans ce cas, on a 

AS = — surf, trap. curviligne MM' xXM', 
car l'aire est située au-dessous de Ox, 



..V ' 
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Menons par M une parallèle à Ox qui coupe N N' 
en P et par N une parallèle à Ox qui coupe M M' en Q ; 
la surface A S est comprise entre Taire du rectangle 
M' N'NQ et Faire du rectangle M'N'M P on a donc 

Sujf. QNN'W<surf, MWNN^< surf. PMMW. 

Évaluons les deux surfaces QN N' M' etPMM'N' 
en faisant attention aux signes des ordonnées 
?/ et y + A2/ qui sont négatives sur la figure, 

Surf. QNN'M' = + NN' X M'N' = — (?/+ ^y)^x, 
Surf PMxM'N' = + MlVrx MW =. — yt^x. 

Remplaçant dans Finégalité les surfaces par ces 
valeurs on a, en remarquant que 

Surf MM'NN'=— AS, 
— (2/ + A2/) Aj7 < — AS < — 2/A.r. 

Or on sait que dans une inégalité on peut changer 
les signes des membres pourvu que Ton change le 
sens de Finégalité, on a donc 

(y + ky) Aj; > AS > yt^x. 

Divisons le tout par Ajc positif et il vient, en sim- 
plifiant, 

AS 

Lorsque A.r tend vers zéro, Ay tend vers zéro et 
par conséquent y-\-^y tend vers y et on a, comme 
plus haut, à la limite, 

c/S _ 
dx ^* 
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210. — Il existe donc une fonction primitive qui 
ast S. 

Il reste à démontrer qu'il y en a une infinité qui 
diffèrent les unes des autres par des constantes. 

En effet soit F (x) une fonction primitive de f{jp), 
La différentielle de F {x) est f{x) dx. 

Considérons la fonction F {x)-\-C, C étant une 
constante quelconque ; c'est une fonction primitive, 
car sa différentielle est 

d [F (x) -i-C] = dF {x) = f[x) dx. 

On voit donc que dès qu'on a une fonction primi- 
tive, on en a une infinité, la constante G étant quel- 
conque. 

On les a d'ailleurs toutes : en effet soit F [x) une 
fonction primitive de f [x) et supposons qu'il en 
existe une autre <ï> {x) ; démontrons qu'elles ne 
peuvent différer que par une constante. Posons : 

<I)(^)— F(.r) = 2/; 

prenons la dérivée : la dérivée de <ï> {x) est /'(.^), la 
dérivée de F {x) est aussi f [x) on a donc 

y'=M-f[x)=6. 

La dérivée de y étant nulle, d'après le Lemme du 
n** 206, y est constante. 

On a donc 

a> (.r) — F [x) = C'% 

ou 

(I) (.r) = F (.r) 4- G^ 

La fonction primitive O (.r) ne diffère donc de F {x) 
que par une constante. Le théorème est démontré. 
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11 y a une infinité de fonctions F (.r) qui ont / (jr) 
pour dérivée ; toutes ces fonctions, de même dérivée, 
ne diffèrent de Tune d'elles que par une constante. 

211. Remarque importante, — Il faut bien obser- 
ver que la démonstration précédente suppose essen- 
tiellement que la fonction /"(.r) reste finie de façon 
que les ordonnées de tous les points de la courbe 
représentée soient finies. 

212. Théorème, — La fonction primitive du produit 
d'une fonction par une constante est égale au produit 
de la fonction primitive de cette fonction par la cons- 
tante. 

Soit f\x) une fonction et A une constante, démon- 
trons que Ton a 



/ hf{x) dx = A \f[x) dx. 



Supposons que Ton ait 

F {x) = ff{:ic) dx 

et considérons le produit A F (.r) ; sa différentielle 
est 

d [AF (.r)] = A^F (,r) = A/(.>r) dx. 

On a donc 

AF [x) =fAf{x) dx 

et par conséquent 

/ Af {x) dx=A I f{x) dx. 



-^-jr--,- 
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213. Remarque. — On exprime ceci quelquefois en 
disant qu'on peut faire sortir un facteur constant du 
signe f. 

Exemples : on a : 
donc ÇiSx^ dxznS Ç^x^ dx=^3i^+C; 

on a, aussi : j xdx — -^ + C, 



on en conclut 



: l IX dx z=. x^ •\- C 



214. Théorème, — La fonction primitive ou t inté- 
grale indéfinie d'une somme est égale à la somme des 
fonctions primitives ou des intégrales des parties. 

Soit une somme 

u-\-v-\-w=y. (i) 

de plusieurs fonctions de x. 

Démontrons que Ton a, à une constante près ^ 

I ydx = / udx + / vdx H- / wdx, (2) 

Pour cela montrons que la différentielle du pre- 
mier membre est égale à la différentielle du deuxième 
membre. 

La différentielle du premier membre est y dx ; 
celle du second membre est 

udx-\- vdx + wdx 
ou [u-\-v-\- w) dx. 

Ces deux différentielles sont égales en vertu de la 
relation (i)* 



L 
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La relation (2) est donc vérifiée, à une constante 
près, et le théorème est démontré. 



§ 2. — Intégrales indéfinies simples. 

215. Fonction primitive de x''\ m étant entier et 
positif. — On a : 

,m + 1 



/ x^dx = 



-^— - + C". (i) 



En effet, prenons les dérivées des deux membres de 
la relation (i) : la dérivée du premier membre est 
af^ celle du second membre est 



(m+ i)x 
m 4- I 






1 

Les deux dérivées étant égales, la relation (4) est 
vérifiée. 

Donc, pour trouver la fonctoin primitwe de x''\ on 
augmente l'exposant d'une unité et on divise le tout 
par le nouvel exposant. 



Exemples : la fonction primitive de x^ est 



x^ 



» x^ » 



x^ » 



X 



3 

7 



Jia fonction primitive de i est x. 

216. Fonction primitive de A.rf'j A étant constant 
et m entier et positif, — On a 

Ax'"dx = —- h C'^ 

m -}- I 

f 

Ceci résulte de ce que la fonction primitive de x^ 
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est ~ et qu'on peut mettre la constante A en fî 

m-\-i ^ ' 

teur (n» 212). 

la fonction primiti\-e de A est Ar, 



21*?. Fonction primitive d'un polynôme entii 
Pour avoir la fonction primilii'e d'un polynoi 

entier, on fait la somme des fonctions primitives 

tous ses termes. 

EnEHPLEg. — Soil à trouver les intégrales indéfinies suivanlt 
= ^-^-Hx'+x + C. 

218. Fonction primitive de —r-r m étant entit 
positif et plus grand que t. — Oo a 

En effet, on peut écrire 
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liquons alors la règle du n" 215 et nous avons 



— m -\-i — [lu — i) ' 

/-j^ "" = - („.-,').,-. +C"- 

it relation (i) est donc démontrée. 
n peut vérifier directement qu'elle est exacte, 
ions la dérivée de chaque membre et montrons 
ces dérivées sont égales : 
a dérivée du premier membre est — ^. 
a dérivée du second membre est 



: la fonction primitive de 



19. Fonction primitive de ~^j A étant une cons- 
'e et m étant entier, positif et plus grand que i . 

/• Adx _ _ A ^,^ 

J x'" [m — i)j:'"~"' 

eci résulte de ce que la fonction primitive de —-^ 
7^, et qu'on peut faire sortir A du 



(ni — I } x' 
iej"[n° 212). 



« — -T 
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Exemples : 



INTEGRALES INDEFINIES 

J X^ X ' 

j^dx=^ — 

r sdx _ _ 8 

/-T 



187 



C?JC 



2j: 
I 



r + c'^ 



;3a:io 



I 



+ C"" 



ii7;r® 



+ O*' . 



220. Fonctions primitives de Af.r + «f)'", 7 — ^ — r- . 
— On a 



CA{x + aY'dx = 



771 -\- I 



(r+«)'" + ^+C^ 



pour 771 entier et positif. 
De même, 

A 



/ 



{x + a)' 



dx== — 



[771 — I ) (.r + a) 



m 



-~+C'% 



pour 771 ^ l. 

Il suffit de le vérifier en prenant les différentielles 
des seconds membres. 



Exemples : 



f—^±—dx= - ^^ 4- Oe . 

J (x -i- 1}'^ X -Jr 1 ^ • 

Ci^x + 4)^ dx = 3{x + 4)^ + O' . 



Lorsque m est plus grand que i : 

I 



/ 



dx 



{ax + b) 



m 




dx 



a 



m 



I 



.+±V'~('»-)(^ + -^) 



;n=î+C" 



a 



l I Qte 

a[m — i) (ax + />)'"-* ^ 



'^ • j y-^ > ïJ'.j, , s - TR'5ÇP«f>^i^^ 



■ r 



f-;-^' 
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De même, m étant positif, on a : 

{ax + />)»'+! 



a(/n + i) 



+ C'*'; 



J(2X + 3)3 J;. == i^^ + ^V ^ (.,, ^ 



8 



I A 



. — Il 



221*. Fonctions primitives de -, - , — !^ ^ 

a: X X -\~ a' x -\- a 

suffit de remarquer que - est la dérivée de hx et que — \ 

est la dérivée de L(.r -h a). 
On a, par suite. 



X -\- a 



dx = 



/dx 
X 

I- 

f 
f 



X -\- a 

Adx 

X -\- a 



hx + O^ ; 
A.Lx + O*: ; 

= L{x -\-a) + C^e ; 
HT A L(x + a) + C'e 



Exemples 






/ 



£?a: 



3x 



^T^l^-X'+C"- 



ff^^*'-:Tf7»r- 



*.■ 



îjT— T. - — r-r,- -i— 1 
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222*. Résumé' — Nous pouvons résumer tout ce qui pré- 
cède de la façon suivante : 

m étant quelconque positif ou négatif entier ou fractionnaire, 
on a : 

1° Si m est différent de — i : 

m+J 



X dx 



Ax dx •=. 



m + I 



m -\- 1 



+ C"; 



+ C'«; 



/ 

\k(x + a)"' dx = A(-r + >»)'"" _^ ^,, . 

J ^ ' «(7/1 4- I) 



2*^ Dans ie cas de m = — i : 



/^=L. + C- 



-^^^ =: ALx + C'^' = Lx^ -h C'^ ; 



Adx 



(t^ = A.L(a: + a) + C'« = L(x + a) ^+ O' ; 



/■ 



dx 



ax -\-.b 



« \ a J . 



223*. Fonctions primitives de -^-— — 2» "i 2 

avons vu (n<* 74*) que Ton a : 



Nous 



on en conclut : 



7 / . X \ adx 

■x^ = -i- . rf (arc tang ±J 



ce qui prouve que 



/ 



dx 



x^ + a' 



I X 

z=z — arc tang f- C'<^ . 



a 



a 



^jr,. , . ;,..-, ; »... " "'■• "*'-_ V" -«^^[«XJJTty^lPÇ^ 
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On a l'égalité suivante, facile à vérifier, 



x2 



— a-* ia Y_x — a x-\-a_\ 



on en conclut, en vertu des théorèmes des n*** 212 et 214, 

/dx i ' r dx i r dx 

jj2 — «2 '2a J X — a la J X -\' a 



et, par suite, 
dx 



= _:_l(^^Uc-. 

aa \x-\-aj 
Exemples : 

— —- — = arc tang x -|- w^ ; 

/idx X , ^, 

' ^.^ , , = arc tang — — f-^ ? 



.T-* + 4 2 



/^=4-K^)+'"- 



224*. Fonctions primitives de v , 

Nous avons vu (n*> 80*) que Ton a : 

On en déduit : 

Nous savons, d'autre part (n** 65*), que 

dx 



d arc sin x = 



\/i —x^ ' 

on en conclut : 

dx 

— = arc sin x A- Q^^ . 

\/i—x^ ^ 



/• 



iimpii^P^uj" ,j - *^- 



INTEGRALES INDEFISIES 

Calculons alors, la différentielle de arc sin — . On 



on en conclut 



Exemples : 

225*. Fonctions primitives de sin ^, cos j:, ta 

cotang X. — Nous noua contenterons d'écrire les rés 
qu'il suffit de vérifier par différentiation : 

rsin x.dx — — cosj^+ C" ; 

Çcoax.dx — siox + C"; 

j tang x.dx = / -^ — rf^ — — L. cob a; + C" ; 

^cotang jr.dj: -J^^^dx - L. sinx + C". 

Les deux derniers résultent de ce que ces deux inté 
sont de la forme 

/î =.,..c,.. 



; DE Mathématiques 
grales indéfinies les plus 






— arc tan^ — ; 



Kf.l-^-'): 



r^.T^y^ -K ;. :^^^ 



„- --_ _ .. ., ,^_ .,.. ^ _ ,. 
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226*. Fonctions primitives de a*, C — Des formulés 

K 82) 

dé'z=.e' dx, da' = a''.La,dx^ 
on déduit immédiatement 



Çe'dx.— ex + O' ; 



f 



a'^dx = -^ + or 
La 



§ 3. — Quelques méthodes d'intégration. 

227*. Il n'existe pas de règles générales pour calculer les 
intégrales indéfinies, comme pour le calcul des dérivées. On ne 
possède que des procédés particuliers permettant, dans cer- 
tains cas, de trouver des intégrales indéfinies. 

Les deux procédés les plus connus sont : l'intégration par 
parties et le changement de variables que nous allons indiquer 
sommairement. 

228*. Intégration par parties^ — m et t^ désignant deux 
fonctions de la même variable x, on a, comme on sait, 

d (mv) i= uds^ + vduy 

d'où on tire : ~ 

v.du =. d (uv) — u.dv. 

Prenons les intégrales indéfinies des deux membres et remar- 
quons que l'intégrale indéfinie de d(uv) est évidemment ui>. On 
a, alors, la formule fondamentale 

(i) j v,du :=. uv — I H.dv, 

qui sert à faire ce qu'on appelle l'intégration par parties. Cette 
formule ramène le calcul de l'intégrale l v,du à celui de l'inté- 
grale I u,dv. Or, il peut se faire que l'on ne connaisse pas la 
première directement mais qu'on connaisse la seconde. 

BouRLET. Cours de math. i3 
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'Vmv appliquer eeue iwéthoda pn ebprcbp 4pnç i meftpp la 
différentielle à intégrer sous la forme i^.du et on appUqvie \^ 
formule (i). 

Ceci deviendra plus clair sur les exemples que nous allons 
traiter : 

229*. Exemple J. — Trouver la fonction primitive de Lx. — 
Il s'agit de trouver l'intégrale indéfinie 



/■ 



HtX.dXy 

elle a la forme 

/ V. du, 

4 PQpditiqn rt3 pqser : 

Appli^JUon^ ^lors l» formule (i) K 338*) en y faisj^nt f = l..r, 
1/ = #, il vient : 



1 hx.dx z=. x.hx / X.dJuX, 



ÔP 



X 

on a donc : 



/ hx dx = ar.Lx — IX. = x.Lx — / dx. 

Çepj donne enfm : 



I Lx. c/x = x.h X — X 



+ Cte. 



230*. Exemple II- — Calculer V intégrale indéfinie : 
Posons 



if--jçr»r"T"" 



• . ♦ 



1 



l'intégrale a Ift forme ( i^.du et la formule (i) (n*^ 338*) dP«ne : 



or. 



</\/j:=* + a = 



xdx 



on a, par suite, 

(2) / \jx^ -f aJx = x.\Jx' + « — / -T" 



x^dx 



+ <? 



L'intégrale qui figure dans le second membre peut s'écrii^e 
ainsi : 



r X'dx 



J \/x^ -{-a J s/x^ -Y a J J ^x-^ + a 

= / \/x^ + a.c/^ — • r?. 1 1 X + v/jj2 + a . 



L'égalité (2) devient, alors, 



/V/^^ + a. 



dx = 



ar y x^ -\- a — / yx'^ -f- a. dx -{- aï^l x -{- yx- -\- a l, 

ou, en faisant passer les deux intégrales dans le premier 
membre, 

2 fy/jr^ 4- a. dx = X sj x^ + a -f- a L |a: + \J x^ -\- a\ . 

On en tire, finalement, 
^Sjx^ + a. dx = — X. v/x2 _[_ a 4- ^ Ll X + v/.r=^ + a . 

231*. Exemple III- — Calculer V intégrale indéfinie 






•I 



« ,' " ' . ' « 



:i»7-«-t,?îTff» #- JTWWWf^SIEr"^'*?? 
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Nous remarquerons que cos x dx est la différentielle de 
sin X, On peut donc écrire 

/ X, cos x.dx=z I x,d sinx* =: j v du 



en posant 



V z=i x, u z=. 8in x. 



En appliquant la formule (i) (n^ 228*), on a, alors, 

I X. cos x.dx := X. sin x — 1 sin x.dx, 
et 

1 a;, cos x.dx =: x. sin a; + cos x -\- C** . 

232*. Changement de variables. — La méthode d'inté- 
gration par changement de variables repose sur le fait, 
démontré au n° 50*, que la différentielle première d'une fonc- 
tion a la même forme, que la variable dont elle dépend direc- 
tement soit indépendante ou non. 

Soit f(x)dx une différentielle et ¥{x) l'intégrale indéûnie. 
On aura 

d? [x) zn f {x) dx, (i) 

Supposons que, dans cette égalité on remplace x par une 
fonction d'une nouvelle variable y. En vertu du théorème rap- 
pelé l'égalité subsiste ; F(j7) devient une fonction de y dont la 
différentielle est encore f{x)dx. Si, par exemple, on pose 

•^ = ? (j)i on a dx — o' (ji') dy, 
cp'(y) étant la dérivée de cp(3/), on aura: 

dV [o [y]] = f[<o (3-)]. <='iy).dy. 

Si on sait trouver la fonction primitive de /[^(y)] ^'{y) on 
saura trouver Frcp(y)] et, en faisant dans cette fonction le chan- 
gement de variable inverse, c'est-à-dire en remplaçant y en 
fonction de x on aura F(j7). 

Le changement de variable ramène donc le calcul d'une inté- 



J 
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grale indéfinie à celle d'une autre et on conçoit qu'un choi 
habile du changement puisse simplifier souvent la question. 
En Toici des exemples. 

233'. Exemple I- — •'iou à calculer l'intégrale indéfinie 

J ^x-^ + PJC+,/ 

Nous transformons légèrement la quantité sous le radical e 
vertu de l'identité connue : 



■/ 



v/(' 



Nous retrouvons une intégrale connue (n' 224') et il vient : 

. = L[, + y/,T7;z£]. 

Pour avoir l'intégrale cherchée, il nous suffit de remplacei 
y par sa valeur a: -t- -^ et nous avons : 
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2éA*i On traiteî*aif de la même façon l'intégrale 

dx 



=r- 



J \ q -\- px — x^ 

On l'écrira : 

dx 



I =: 



V/' + f-('-^) 



En posant : 

X i— r= ;J-, on a : dx z:^ dy, 



'À 
et, par suite : 

I 




dr 



p' 



■i 



dx 



rdx 



OÙ k^ z=: a 4- i-- . On a donc : 
^ ^ 4 



I z= arc sin — / — 



et, par suite, 




dx 

— ■ zn arc sin 



*-^ + px + ry 



/ X ^ 

in( — =^ 




235*. ffonctions des lignes trigonomêtriqnêB. — Dans 

le cas où il s'agit de trouver la fonction primitive d'une 
fonction de sin.r, cos .r, tang .r, cotang.r, il y a un chan- 
gement de variable classique qui permet souveht de résoudre 
la question. 



^v"'yp,çwr'"^^ \' •'• . ■ " '' " '""^ -..>;i. .-. ,, :,.^'.f^v, 
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On démonlre, en trigonométrie, les formules suivantes î 

X 

2 lang ~ ^ 

sin X rz 



1 + tang2 -^ 



I — tang* — 

C09 Xi:i= %— , ; (i) 

I + làng2 _ 



tatig X 



■X 

1 tanor — 

° 2 

I — tang2 -^ 



Le changement de variable en question consiste à posët* 

tang -^ =: r, 

d'où 

a* = 2. arc tang j, 

dx - ^^^ 

On a, alors, en vertu des formules (i), 



sm X =; :^ — r . cos X =: ^^— ♦""" '^ — ^- 



, .,v,« -j — T- , tang âî •=. ^^— r . 



On obtient une nouvelle intégrale d'Une différentielle en y qui 
ne contient plus de lignes trigonométriqueSi 

236*. HxeiÈlple It. — Calculer Vihiégpale indéfinie : 



r dx 

J sin X ' 



Faisons le changement de variable indiqué pltis haut. 
Posons : 

X 

tg — =: J, X z= 2.arc tang j, 
dx =z T-^ , sin a: =: f — r-. 



L. 



iT»i ^^' ►^''•' * >"***r'»''v» '-^-i-^vz •' " t ,' . — ..-r-,-,-^-, ~.''*7'<^ ' ''"^ ':v;î7n;;'^X^^^"'^7'9lf*< 
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nous avons 

f^ = f±= L^ + c-. 

,; sinx J y 
Revenons à la variable .r, en remplaçant y par tang — ^ et 



nous avons : 



r_^=L('ta„g^)+C-. 
J sin a: \ '^ 2 / 



§4- — Intégrales définies. Aires planes. 

9 

237. Définition de Vintégrale dèûnie. — Etant 
donnée une fonction primitive F(.r), d'une fonction /(.r) 
finie et continue, on appelle intégrale définie de f{,x)dx 
prise de a à b, la différence F{b) — F [a]. 

Cette intégrale définie se représente par le sym- 
bole / f[x)dx, qui se lit : somme de a à b de f{x)dx. 

On a donc, par définition, 



X 



f{x)dx = Y{b) — ¥{a). 



En d'autres termes : 



Vintégrale définie j f{x)dx est V accroissement de 

Vune des fonctions primitives de f(x) lorsque x i^arie 
de a à b. 

Il ne faut pas oublier que la fonction f(x) doit 
rester finie dans Tintervalle («, b). 

Calculer une intégrale définie, c'est ce qu'on appelle 
quelquefois faire une quadrature. 

238. — Comme une fonction f{x) a plusieurs fonc- 
tions primitives, il faut, pour légitimer la définition 



- - — '■- 
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qui précède, montrer que la valeur d'une intégrale 
définie est la même, quelle que soit la fonction primi- 
tive choisie pour la calculer. 

Soient donc, F(^) et ¥^[x)^ deux fonctions primi- 
tives de la même fonction fyx) ; on a, comme on sait 

(no 210), 

F,(.r)=F(.-r)+C, 

C étant une constante. Donnons, dans cette égalité, 
à X, successivement les valeurs a et b. Nous avons : 

F. ia) = F (a) + C, 
F,(6)=F(6J + C, 

et, en retranchant membre à membre, 

F.(6)-F.(«) = F(6)-F(«). 

ce qui montre que Taccroissement de Fj(.r) est égal à 
celui de F(j:). 

La valeur de / f[x)dx qui est, par définition, égale 

à cet accroissement est donc bien la même qu'on la 
calcule avec F^(.r) ou avec F(.r). 

239. — Pour indiquer Taccroissement de la fonc- 
tion ¥[x) quand j? varie de « à 6, on emploie souvent la 

notation abrégée! F(,r) i . Ainsi, on a 

[F(.r)]=F(*)-F(a) 

[^'+ iT=(i+i)— 1=1. 

Avec cette manière d'écrire, nous écrirons donc : 



j f{x)dx=\Y (.r^ . 



j^. 
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Ekkjiplës. — Soit à calculer : 

I = ['{<'' + àx. 

Noua calculons d'ubord l'intégrale indéGnie. On a 

Soit à calculer : 

1 = C -^dx. 
On a 

f-^ dx=—~-¥[x) 

J X^ X 

I = F (^)- F (■) = - -^ - (- Y^^ ^ 
Calculer V intégrale : 

. On a : 

^V' - 6^ + .} rf^ ^ ^ - -1 I* + ;, 

: Calculer l'intégrale délime : 



V '.'■-■. ~ ' ' ' " 
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L'intégrale indéfinie est — ■ — , on a donc : 

■=[-^]:=H)-(-)=f 

240. Théorème» — Uae intégrale définie change de 
signe quand on permute les .limites. > 

Démontrons que Ton a 

j f{x) dx=^ — / f[x) dx. ( I ) 

En effet, on a par définition (n° 237) 

rV(^) dx ^Y [b) —Y [a) (2) 

Ja 



et 



rV (.^J ^^ = ^ (^) — F (6) . (3) 

Changeant les signes de l'égalité (3), on a 

— rf[x)dx = V[h)-V{À). (4) 



Mais les seconds membres de (2) et (4) étant égaux, 
les premiers membres le sont et la relation (i) est 
démontrée. 

241. Théorème. — On a la reltttion 

f f[x) dx+ f f{x) dx = r f{x) dx, (1) 

Ja ^c Ja 

En effet, on a pai* définition (n° 237) 

(f (.r) rfx = F (c) — F (rt) (2) 



_-*. .. 
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et 

Çf{x) dx=¥ {b) — F (c) . (3) 

Ajoutant les relations (2) et (3), on a 

rf{x) dx + ff{.ic) dx=^¥ (b) — F {a) 

et par suite 

f{x) dx + / f{x) dx = 1 f {x) dx ; 

ce qui démontre la relation (i). 
242. Théorème. — La dérivée de l'intégrale définie 



1 = 1 f{x) dx. 



considérée comme fonction de la limite supérieure x 
est f\x) . 

Soit, en effet, F(.r), une fonction primitive de f{x)^ 
on a, par définition, 

I=F(.r) — F(a). 
Prenons les dérivées, on a alors, 

-§=F'(.) =/•(.), 

car la dérivée de F(.x) estf[x) et celle de F(«) est nulle. 

243. Corollaire» — La différentielle de l'intégrale 
définie 

1=1 f[x) dx., 



Tli^Sf^7Ç,ryf^ F ' V ^^ 



•. I ■ 



-f - m- ■ g- 



V • 
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ao5 



considérée comme fonction de sa limite supérieure x est 
f{x)dx. 

244. Évaluation des aires planes, — Considérons 
une courbe ayant pour équation y = f{x) (fig. 71) et 
proposons-nous d'évaluer la somme S des aires 
ombrées en les prenant positives si elles sont situées 
au-dessus de Ox et négatives si elles sont situées 
au-dessous de Ox, 

On sait que si on prend un point M sur la courbe, 
d'abscisse x,, Faire comprise entre l'ordonnée A A' 
et l'ordonnée du point M est une fonction primitive 
V{x) àef{x) (n^208). 

Considérons une fonction primitive quelconque de 
f{x)^ soit o [x). 

Les deux fonctions F [x) et îp (.r) étant les primitives 
d'une même fonction f [x) ne diffèrent que par une 
constante (n** 210) et on a : 



F(^)=:=Cp(^)+C. 



(0 



Dans cette relation C est une constante qu'il faut 
calculer : 

Or, \iOuvx = a on a F {a)=o^ car l'aire comprise 



y 










A 









A' \^ 


9 "' 


B' X 



Fig. 7r. 



entre A A' et MM' est évidemment nulle quand j; 
c'est-à-dire quand M M' coïncide avec A A'. 



= a 



-tii» - ■■{■^•-r»^" "!">ti'~'.i*« ' 
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La relation (i) donne alors, pour^ = ^, 
et de là on tire la valeur de G : 

■C = 'f(a5). 

Cette valeur portée dans Tégalité (i) donne 

.F(^)=:?(^) — cp(a). 

Nous ayons ainsi la somme F [x) des aires com- 
prises entre A A' et M M'. 

En particulier, si nous voulons calculer Ja soinme 
S des aires comprises entre A A', d'abscisse a, et 
B B' d'abscisse 6, il nous suffit de faire coïncider 
MM' avec B B' c'est-à-dire de faire w = b ] on en 
conclut : 

S = F (b) = o {b) — sp (fl) =^ f'/l .r) dot). 
t)n a donc 

Ja 

Ce qui nous prouve que : l'intégrale définie j f[x) dx 

représente la somme des aires comprises entre la 
courbe 

Vaxe Ox et les ordonnées de§ points de la courbe 
d'abscisses a et b, 

245. Exemple I. — Etant donnée la courbe (fig. 72) 



y — ^i 



I 



■ ■ • fi 



ïfi-f' 



V 



f 'x 
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deux points ^ur la cpurbe,.A de coordonnées i, j et B d^ çQor- 
données 3, — , troupier l'uir^ de la surface \X^BW, 




B ^ 



Fig. 72. 



On a, en appliquant la formule précëdente, 

s=/^=[-T];=-T-(-')=-f- 

346. lIlxEMP^E II, — Btant donnée la courbe (Ug. 78) 
[parabole cubique n9 {%%) un point \^ur la çourh^ de coordonnées 




Fig. 73. 

a, q.^, trouver Vaire de*Ja surface OAA'. 
Qii 3j en appliquapl; la formule, 



-£ 



x^ dx, 



-[t]:=^-= 



a' 
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247. Application. — Calcul de l'aire d'un trapèze 
mixtiligne limité par un arc de parabole. 

Considérons un trapèze AA'BB' (fig. 74) limité 
d'une part par les deux bases parallèles A A' et B B', la 
perpendiculaire A'B' aux deux bases et Tare de para- 
bole A B dont Taxe est parallèle à A A'. 

Nous donnons une figure double pour bien mon- 
trer que notre raisonnement s'applique aux deux cas 
où l'ouverture de la parabole est dirigée vers le haut 
ou vers le bas. 

Prenons (ïîg. 74) pour axe Ox la droite A'B' et pour 
axe Oy la droite A A'. La parabole a une équation 
de la forme (n** 149) : 

y = ax^ + 6j7 + c. 

Désignons la hauteur A'B' du trapèze par ^. Les 
coordonnées de A sont Xç^ = o^ y^ = c\ celles de B 
sont : 

x^ = h^ y^=zah^-\- bh-+-c. 

L'aire du trapèze est : 
S = / [ax^ + ôj; + c) dx =1 -^ — | h c J7 , 

ou : 

ah^ hh^ h 

S=-^+-îi^ + c/i=-^[2a/i^ + 3M+6c]. (i) 

02 O j \ / 

Considérons le point C de la parabole d'abscisse — , 

c'est-à-dire celui dont le pied C'de l'ordonnée tombe 
au milieu de A' B'. Soit y.^ l'ordonnée de ce point 
qu'on appelle Vordonnée moyenne^ on a : 

ah^ . bh . 

2/*-- 4-+— +c. 
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y, étant l'ordonnée de A, y, l'ordonnée de B, 
celle de C, on a donc : 

y, = ah^ -f- bii -\- c, 
^y^ ^ ah* + aôA + ^c. 

Ajoutons ces trois égalités ; il vient : 

- y, + 4^1 = aaA" + 3M + 6c. 




(») 



En tenant compte del'égaUté (a), l'égalité (i) s'écrit 
alors : 



3-^<: 



-y,-\-^yi)- 



y^ et y^ sont ce qu'on peut appeler les deux bases 
du trapèze ; y., peut se nommer la base moyenne. 

Cette formule exprime alors que : 

La surface du trapèze mixtiligne ayant un côté 
parabolique est égale au sixième du produit de la hau- 
teur par la somme des deux bases augmentée du 
quadruple de la base moyenne. 



248. — La règle précédente s'applique encore à un 
trapèze tel que celui de la figure j5 formé par deux 
bases parallèles rectilignes A B etA'B' et deux arcs 

BouRLET. Cours de matb, r4 
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de paraboles A A' et B B' dont les axes sont paral- 
lèles aux bases. 

Menons, en effet, une perpendiculaire commune 
C C aux deux bases qui partage le trapèze en deux 
trapèzes de la forme précédente. On a donc : 

S = trap. AA'CC + trap. BB'C'C. 
Or, d'après ce que nous venons de voir, 

trap. AA'C'C = A [AC + A'C'+ 4DE], 
trap. BB'G'G = A [^^ + B'C + 4EF] , 



A' C B' 

T 






A C /> B 

Fig. 75. 

h étant la hauteur et DE F la base moyenne. Ajou- 
tons ces deux égalités et il vient : 

S = A [(AC + BC) + (A'C + B'C) + 4 (DE + EF)1. 

Désignons par 6, 6', ^ les deux bases et la base 
moyenne. On a : 

AG + BC = AB = 6, A'C'4-B'C=A'B'=è', 

DE + EF=DF==p, 



et, par suite, 



S=.A(6 + è'+4?) 



ÉVALUATIOy DES AIRES PLANES 

Cette formule est identique à la formule de 
qui donne le volume du tas de sable. 

249. Nouvelle définition de l'intégrale dét 
Considérons une intégrale définie 



*-/'«■ 



'.r) dx ; 



nous savons (n" 244) que, si oa trace la courbe i 
qui a pour équation 

l'intégrale S est égale à l'aire du trapèze mi: 

AA'B'B compris entre la courbe, l'axe 0. 

ordonnées AA'etBB' des points d'abscisses 

Partageons le segment de droite A' B' en un 





y 


y 


> 




„ --^ 















/ J-, Xf 





nombre de parties par des points intermi 
M'|, M'j, ...M'j, (fig. 76), d'abscisses x-,, j;,, .. 
par ces points menons les parallèles M,M',, 
... MpM'p à l'axe Oï/ limitées à la courbe. 

Menons enfin, par A, M,,Mj, ... M^, des pa 
A a, M, ;*,, Mj |j.j . . . Mp |j.p à Qx. Nous formons a 
rectangles AA'M'.a, M, M', M',[iL,, M,M',M 
MpMpB' [j-p inscrits dans le trapèze mixtiligne. 
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Il est clair que si Ton fait croître indéfiniment le 
nombre des points M'j, M'g, ... M'^, de façon que les 
aires de tous les rectangles tendent vers zéro, la 
limite de la somme des aires de ces rectangles sera 
la surface S du trapèze mixtiligne. 

Evaluons les aires de ces rectangles. On a : 

Surf. AA'Mj a = f[a) {j\ — a)^ 

car la hauteur est l'ordonnée AA' = f(a) et la base 
A' M', = OM; — O A' =x, — a. 
De même, 

Surf. MiM/M/(jL, =/*(.r,) [x.^ — ^J, 
Surf M^M^'M^'iK,=f{x;) (.^3 — x,), 

etc. 

Surf M,M;BV, = /-(.r,) (6 — .rj. 

La somme des aires de tous les rectangles est donc 

S' = f(a) [x^—a) -hfi^i) {,x,2 — x^)-h.,.-hf {Xp) {b — x^) . 

x^ — «, .r, — .Xj, ...6 — Xp sont les accroissements 
de la variable x quand on passe successivement de 
A en M, de Mj en M^, etc.. de M^ en B. Désignons 
ces accroissements, comme d'ordinaire, par Aa, A.^^, 
... ^Xp et on peut écrire : 

S'=f{x) Aa + f{x^) ^x^ +fÇr^) A^, + ... -hfixp) ^Xp 
ou encore, en abrégé. 



b 



S'=V/"(.ï;). A.r:. 



Le symbole N /"(r) A.* veut donc dire qu'on fait 



r 
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croître la variable x de a k b en lui donnant des 
accroissements successifs ^x et qu'on fait la somme 
des produits des valeurs de la fonction /"(.r) pour les 
diverses valeurs de j; de a k b par les accroissements 
correspondants de x. 

Or, comme nous l'avons remarqué, lorsque le 
nombre p des points intermédiaires augmente indé- 
finiment, la somme S' des aires des rectangles a 
pour limite Taire S du trapèze curviligne ; on a donc : 

b 

I f(x) dx = lim\ > /(.^")- ^•^" I 



a 



Ceci nous conduit donc à la nouvelle définition 
que voici de l'intégrale définie : 

Etant donnée une fonction f{x) finie et continue 

pour les valeurs de x comprises entre a et 6, on donne 

à x^ à partir de «, des accroissements successifs 

jusqu'à atteindre la valeur b. On considère la somme 

b 

> f{x) ^x =f{a) \a -f- fip^i) ^JCi -^fi'X^-î) ^^7 

obtenue en multipliant les valeurs successives de la 
fonction par les accroissements correspondants de x. 

V intégrale définie j f [x) dx est la limite de cette 

somme lorsque^ tous les accroissements A.r tendant 
vers zéroj leur nombre augmente indéfiniment. 

250. Remarque. — La notation | f[x) dx inven- 

Ja 

tée par Leibnitz a précisément pour but de rappeler 
cette propriété des intégrales définies. Le signe / 
rappelle le signe S et dx rappelle A.r. 



■' ■■.■■ .-x^-f -^.■'.'v^rjTT'^^^ns^-' 
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On donne le nom de quantité infiniment petite ou 
d'infiniment petit à toute quantité variable qui tend 
vers zéro. Les produits f(x) Aj? sont des infiniment 
petits, puisqu'ils tendent tous vers zéro quand les 
accroissements A^ tendent vers zéro. 

On voit alors qu'une intégrale est la limite d'une 
somme d'infiniment petits dont le nombre devient 
infiniment grand. 

§ 5. — Rectification d'une courbe plane 

251. Définition. — Etant donné (fig. 77) un arc AB 
d'une courbe plane, inscrivons dans cet arc une ligne 




Fig. 77. 

brisée AMjM2M3...B en joignant les points AjMjMg...B 
de l'arc dans Uordre de rencontre en allant de A 
en B. 

Lorsque le nombre des points intermédiaires Mj, 
Mg, M3,... croît indéfiniment, de façon que chacun 
des côtés de la ligne brisée tende vers zéro, la lon- 
gueur de cette ligne a une limite qu'on appelle, par 
définition, la longueur de l'arc AB. 

252. Calcul de la longueur d'un arc de courbe. — 

Soit AB (fig. 78) un arc de courbe rapporté à deux 
axes rectangulaires Ox et O3/. 

Inscrivons dans cet arc une ligne brisée et soit 
MN un des côtés de cette ligne brisée. Si on désigne 
par x^ y les coordonnées de M et par x -(- Ajp, y -\-\y^ 



T¥""¥T>T * 
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celles de N, la longueur de la corde MN (distance de 
deux points n® 143) est 



cordeMN=^ÂF+Â^_ [y/, +(^y ]. 



^X 



NW*4ld_B 




Fig. 78. 



La longueur L de la ligne brisée est la somme des 
longueurs des côtés, tels que MN ; on a donc : 



L = 



iw 



i+i 



Ay 
^x 



)■ 



. Ao:. 



a 



Considérons, d'autre part, la somme P suivante : 



P=2^'+^''- ^•''' 



a 



y' désignant la dérivée de y par rapport h. x e\. a eib 
les abscisses des deux points fixes A et B. 

Nous allons prouver que la limite de L est égale à 
la limite de P quand les A;r tendent tous vers zéro. 

Considérons à cet effet, le rapport 







Ht) 

1 + 2/" 
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vers zéro — ^ a pour limite y' et, 
r^ i. Si nous coDsidérons alors le 



Ev/^ 



Yy~y 



ur la somme des numérateurs, et 
■ la somme des dénominateurs des 

ipriété, connue en arithmétique, 
st donc comprise entre la plus 
petite des fractions a. Or, lorsque 
t vers zéro, chacune des fractions a 
[1 résulte que 3, qui est compris 
elles, a aussi pour limite i. 
ité (i) donne 



1P = 



=?.S^.- 



mons de le démontrer, p a pour 
art, d'après ce que nous avons dit 

\-y'' . Ax a pour limite l'intégrale 

ix. Il en résulte que, lorsque tous 

le brisée tendent vers zéro, la lon- 
ne a une limite qui est : 



-IV. 



+ y" dx. 
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Si nous désignons donc par s la longueur de l'arc de 
courbe AB, on a la formule : 



= I \/i + y'^ dx. 



Pour appliquer cette formule, on calculera la déri- 
vée y' de l'ordonnée de la courbe par rapport à l'abs- 
cisse; on formera \/i +y% on calculera la fonction 

primitive dey/i + y^ et l'intégrale définie / \/T^\^dx 

en prenant l'accroissement de a à 6 de cette fonc- 
tion primitive. 

253. Différentielle d'un arc de courbe. — Soit s 
Tare de courbe AM (fig. 78), depuis le point A fixe 
d'abscisse «jusqu'au point M variable d'abscisse x* 

On a, d'après ce qui précède 



z*^ /-^— — — ^^ 

5=J ^i + 1/^ dx 



et s est une fonction de x, La différentielle de cette 
fonction est (n** 243) 

ds =:y/i + y''^. dx 

ou 

ds =\/dx' + {y'dx)\ 

ds = \/dx'*'' -f- dy^. 

Cette formule, facile à retenir, exprime que l'arc 
infiniment petit est égal à la corde infiniment petite 
qui la sous-tend. 

254. Exemple. — Soit la courbe donnée par V équation 

9/2 — 4x3. 



V 1 ■ - i 



,■*■ .^7. ,.;•_. ii»-i zf "?^'Vr^^i.**i!i y'y*,'' 
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On peut écrire l'équation sous la forme : 

Prenons la dérivée 

On a 

L'intégrale indéfinie est : 



j \/i -{-f^ dx=i I \/i+x dxzzz-j {^\i+xf ; 

il suffît de le vérifier. 

Si nous voulons avoir l'arc de la courbe depuis le point O jus- 
qu'au point d'abscisse a; = i, nous aurons 

s = -î- v/8"-^ =-^ (2V/: - i). 

255*. Rectiûcation d^un arc de parabole ^ — Considé- 
rons une parabole (fig. 79) rapportée à sa tangente au sommet 
et à son axe. Son équation est (n^ 147) 



x^ 

y = — 



p étant le paramètre. On a, ici. 



" P 

fv^i -i-y^dx = — {\Jx^ + p^ dx. 

L'intégrale i^x^ ^ p^dx eslàe la forme Ç^x^ -\- a^ dx où 



RECTIFICATION DWNE COURBE PLAKE : 

a =: p. Cet exemple a été traité au n" 230, et on a, d'api 
cela. 

Proposons-nous, par exemple, de calculer la longueur s 



l'arc OM compris entre le sommet de la parabole e 
point M d'abscisse .c. Nous aurons : 



U'^- 



+ p'+p' L (i + i/i'+f') 



]: 






l 
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CHAPITRE VI 

NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A TROIS DIMENSIONS 



§ I. — GÉNÉRALITÉS 

256. DéSnitions des coordonnées» — Etant donné 
un trièdre trirectangle Oxyz (fig. 80), on considère 
les trois arêtes de ce trièdre comme trois axes, 
appelés axes de coordonnées^ sur lesquels des sens 
positifs sont déterminés. 

Le sens positif sur Ox est celui de O vers x ; le 
sens positif sur Oy est de O vers y ; le sens positif 
sur Oz est de O vers z. 

Le point O est appelé origine de coordonnées et les 
plans des faces du trièdre sont les plans des coor- 
données. 

Ceci posé, soit M (fig. 80) un point quelconque de 
l'espace et menons par M trois plans Mt/zP/tz', M/tzQw'', 
Mm'R/?z" respectivement perpendiculaires aux trois 
axes 0^, O3/, Oz et qui les coupent en P, Q, R. Les 
trois segments OP, OQ, OR, ainsi déterminés, sont, 
en grandeur et en signe, ce qu'on appelle les trois 
coordonnées du point M. 

OP est ce qu'on appelle Vabscisse et se désigne 
ordinairement par la lettre x ; OQ se nomme Vor- 
donnée ou Véloignement et se représente par la lettre 



*-»'.l»»II 



T 



Vs'^^^^f^s 



"H-i- 



IK- 



r,'»yï 
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y; OR se nomme la cote et se représente par la 
lettre z* 
Tout point M de l'espace a ainsi trois coordonnées, 

'^s 2/' '^* 

Réciproquement, étant donnés trois nombres, .r, 



//^/!fl/i vertical} , 




lignedejerre 



j> 



Fig. 80, 



y, 2, il existe un point M et un seul dans l'espace 
qui a pour coordonnées ces trois nombres. Pour 
l'obtenir, on porte, sur Oj7, OP = j;; sur O3/, 0Q=2/; 
et sur Oz, 0R=^. Par les trois points P, Q, R, on 
mène trois plans respectivement perpendiculaires sur 
0x^0y^0z\ ces trois plans se coupent en un point M 
et un seul. 

On peut remarquer que les trois plans qui projet- 
tent M forment, avec les trois plans de coordonnées^ 
un paralléllépipède rectangle dont les trois dimen- 
sions sont les valeurs absolues des trois coordonnées. 

Les segments /wM et OR sont égaux, parallèles et 
de même sens ; on peut donc dire que la cote z est le 
segment mM. De même, les deux segments Pm et 
OQ sont égaux, parallèles et de même sens ; on peut 
dire aussi que le segment Vni est l'ordonnée oul'éloi- 
gnement y. 
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257. Analogie avec la Géométrie descriptive. 
— Au fond, il est aisé de se rendre compte qu'on 
déQnit la position d'un point dans l'espace en géo- 
métrie analytique de la même façon qu'en géomé- 
trie descriptive. 

Admettons que le plan xOj/ soit horizontal et pre- 
nons le plan xOz comme plan vertical de projection ; 
le plan yOz sera un plan de profil. La ligne de terre 
sera la ligne ^'Ox et on peut admettre que l'origine des 
coordonnées O est le milieu de la feuille de l'épure. 

Dans ces conditions,/" est la ^royecïion horizontale 
de M; m' est sdi projection verticale; m" est sa projec- 
tion sur le plan de profil. 

Dans l'épure, le plan vertical jcOz est rabattu, autour 
de Ox, sur le plan horizontal xOy, et la droite Pm' se 
place en prolongement de Pnt pour former la ligne 
de rappel. 

L'abscisse x est alors la distance de M au plan de 
profil yOz, comptée positivement quand M est à droite 
et négativement quand M est à gauche du plan de 
profil. 

L'ordonnée, ou l'éloignement i/, est la distance de 
M au plan vertical xOz; elle est positive quand M est 
en avant, et négative quand M est en arrière du plan 
vertical. 

La cote z est la distance de M au plan horizontal 
xOy ; elle est positive quand M est au-dessus, et 
négative quand M est au-dessous du plan horizon- 
tal. 

258. Remarque I. — Les coordonnées de l'origine 
sont : 



M': - 



T»3Ti^n'V-; r 
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Pour un point situé sur 0,r, on a : y = o,^ z=^o; 

Pour un point situé sur Oy^ on a: z = o,œ = o; 

Pour un point situé sur O2, on 2i : x = o, y = o. 

Lorsqu'un point est situé dans l'un des trois plans 
de coordonnées, Tune de ses trois coordonnées est 
nulle. 

Pour tout point du plan horizontal ^Oy, la cote est 
nulle : z=o; 

Pour tout point du plan vertical jpO^, Téloignement 
est nul : y = o; 

Pour tout point du plan de profil yOz, l'abscisse est 
nulle : jo = o. 



259. Remarque II. — Les trois plans de coordonnées 
prolongés en tous sens, partagent l'espace en huit 
parties. Les signes des trois coordonnées d'un point 
suffisent pour fixer dans lequel des huit trièdres se 
trouve le point. 

Voici le tableau de ces signes : 



TRIÈDRE 


X 


r 


1 


Oxyz 




+ 


+ 


Ox'yz 




+ 




Ox'y'z 






+ 


Oxy'z 






+ 


Oxyz' 


+ 






Ox'yz' 








Ox'y'z' 








Oxy'z' 


-f 







Dans la figure 80, le point M est dans le trièdre 
Oxyz; ses trois coordonnées sont positives. Le point 
M' a un éloignement positif, mais une cote et une 
abscisse négatives; il est dans le trièdre Ox'yz', 



'V- 



'^mj^f?!^s^ 
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Les coordonnées de tout point d'une ligne vérifient 
donc deux relations qu'on appelle les équations de la 
ligne. 

263*. Cosinus directeurs d'une direction. — Soit OD 
une demi-droite issue de l'origine O des coordonnées (fîg. 82). 




Fig. 82. 

Pour définir la position de cette demi-droite, il suffit de se 
donner les trois angles a, p, y qu'elle fait avec les directions 
positives 0.r, Oy, O^ des axes. 

Au lieu de se donner a, p, y, il est souvent plus commode de 
se donner les cosinus de ces angles : cos a, cos p, cosy, qu'on 
appelle cosinus directeurs de la direction. 

264*. Théorème. — ^« somme des carrés des cosinus direc- 
teurs d'une direction est égale à i. 

Prenons, en effet, sur la droite OD un point A tel que 
OA = I . Figurons le parallélépipède rectangle dont les trois 
dimensions sont les coordonnées de A (fig. 82). Ces trois 
coordonnées OP, OQ et OH. ne sont autre chose que les pro- 
jections du segment OA sur Ox, Oy et Oz. On a donc (n° 113). 



OP = OA cos [xOD] =z I. ces a ^ cos a, 
OQiz: OÂ cos (jOD) = cos p, 
ÔK =: OÂ cos (sOD) =: cos y, 



v^ 



•V J 
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Or, dans un parallélépipède rectangle, la somme des 
carrés des trois dimensions est égale au carré de la diago> 
nale. On a, par suite. 



et, enfin. 



OP^ + OQ^ + OR^ = OA^ 



COS^ CL + cos^ p -|- COS^ Y =Z I . 



§ 2. — Le plan 

265. Plans parallèles aux plans de coordonnées. 
- Considérons un plan H (fig. 83) parallèle au plan 




Fig. 83. 

xOy. Il coupe 0-3 en A. Il est clair que tous les 
points M de ce plan ont même cote, car ils sont à la 
même distance du plan xOy et cette cote est égale 
à OA=-a. 

Pour qu'un point M soit dans le plan H il faut et 
il suffit que Ton ait 

z = a, 

c'est Yéquation du plan H. 

De même un plan de front, parallèle au plan xOz 



w^^ 



l^^y- 



\ ■ 



■/" " 



I 
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L'équation de la droite A B dans le plan xOy (iï^ 432) 
est de la forme : 



ax-^-bi/ -\-c=^o 



(0 



et pour que m soit sur A B (et par suite M dans le 
plan P) il faut et il suffît que x et y vérifient l'équa- 
tion (i) qui, par suite, est l'équation du plan P. 

On prouverait de la même façon que l'équation 
d'un plan de bout, perpendiculaire au plan zOx^ est 

de la forme : 

ax-\-bz-]-c = o'^ 

et Téquation d'un plan parallèle à la ligne de terre, 
perpendiculaire au plan yOz, est de la forme : 

a7/-\~bz-]-c = o, 

267. Plan quelconque. — Soit Q (fig. 85) un plan 
quelconque. Abaissons de l'origine O une perpen- 




Fig. 85. 

diculaire OH sur le plan et désignons par a, ^ et y 
les angles qu'elle fait avec Oxy Oy et Oz, 
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=p. 

Tenons un point quelconque M dans le 

ms la perpendiculaire M m sur le plan 

pendi culai re mP sur Ox. 

= î/, m M = 3 sont (n' 256) les trois 

1 point M, 

\, on voit que le segment H est la 

segments (JP, P^, mM et M H. 

projette sur un axe quelconque, on a, 

orème des projections (n''H4), 

'yroj. {Vm) -i-proj.{mW) + proj. (MH) , 
=proj. (OH). (1) 

r l'axe OH ; nous aurons : 

IP) = OP cos (iOH) = X cos a, 
m) = P/n cos (^OH) = î/ cos ^, 
H) = mû cos (:0H) = z cos ■■-, 
H ^o, car MH estperpend. surOH, 

)H) =on=p. 

ans (i) on a finalement: 
+ y. cos P + z. cos Y — p^o. {2) 

du plan Q. Elle est de la forme 
ax-^by-\-cz -\- d^o. 

temeni, toute équation de la fùrme 

axJthy + c: + d = o (î) 



r le prouver, il sulTit de prouver qu'on peut dé 
', Y, p de façon que l'on ait : 



-~Y.p = d. I 
car, si c'est possible, l'équation (3) s'écrit 

K cos a.x + K cos p.j + K cos 7= - Kp = 



et, en divisant pa. 


r K, on retrouve l'équation (a) qui 


l'équation d'un pL 


m. 


Faisons la somi 


me des carrés des trois premières é 


(4); il vient ; 




K^ [coa 


i'« + cos=P+coA)-'^^ + t^ + '^= 


or, comme nous 1 


'avons vu K 264*), on a : 




co8»a + co8"3 -1- cos^Y = I 


et, par suite, 


K" = a^ + i^ + cS 




K = V'«^+ t-'-l-c^. 


K étant connu, on 


a, alors, 




... 9. '■ 




l/a^+/,^ + c^ l/ûi + fc.+ 




"°'"f t/a^ + i* + .^' 




— d 



La détermination de K, a, p. Yi P ^^t donc possibl 
suite, l'équation (3) représente bien un plan. 

269*. Déplus, les formules {Ù) donnent 
de la perpendiculaire OH à ce plan. 

La formule (G) donne la distance p de l'origi 



. •■-> \ ^.i-<.%-v - f. "»j* ■—- 
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270. Résumé. — Véquation d'un plan est une 
équation du premier degré en x^ y^ z de la forme 

ax-\-by-\~cz+d=^o. 

Si l'équation ne contient que deux variables le 
plan est perpendiculaire à l'un des trois plans de 
coordonnées : 

ax -\- by -\- d = o^ plan i^ertical; 
ax + cz -\- d = o^ plan de bout; 
by -\- cz + d = o^ plan parai, à la ligne de terre^ 

Si Féquation ne contient qu'une variable le plan 
est parallèle à un plan de coordonnées : 

X = «, plan de profil; 
y =L b., plan de front ; 
z = c, plan horizontal ; 

Si l'équation ne contient pas de terme constant 
(ûî = o)le plan passe à l'origine. 

2H. Problème, — Reconnaître la position d'un 
plan donné par s n équation. 
Voici quelques exemples : 



est l'équation d'un plan horizontal à la cote 3. 

X -\-y — 2 == o 

est l'équation d'un plan vertical dont la trace horizon- 
tale est la droite représentée par cette équation. 
Cette droite coupe Ox (fig. 84) au point A d'abscisse 
a: =2 ; elle coupe Oy au point B d'ordonnée!/ = 2. 



L'équation 

est celle d'un plan quelconque. '. 
de ce plan, cherfchons les coordo 
il coupe les trois axes. Au poiii 
on a i/ = o, z^o et, par suite, en 

2J?- — 4^^» ou 

Au point B où il coupe Ot/ on e 

suite, 

y — 4 = ou 3 

Enfin au point C où le plan ce 
y^^o et l'équation donne : 

z — 4 = 0? ou 

272'. P/ans paraJJèies- — Soieni 

"^ + 67 + « + d 
„'j.+ fj. + c': + J' 

les équations de deu\ plans. Pour q 
faut et il sufTit que les perpendiculaire 
sur ces deux plans coïncident et poui 
pendiculaires fassent les inAmes angle 
Or, si la perpendiculaire abaissée d 
fait avec les axes les angles a, p, y on 
vu (n" 267 et 268-) 




V ••«/■■.- ,• - y^ 
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laîre au second plan avec les axes, on a : 

«' a, f>' 

CCS tt — — -- , ces p = 



cos y' m 



c' 



y/a'-i + h'^ + c'^ • 

Pour que ces plans soient parallèles, il faut avoir 

a = a', p =z p', Y z= y' 

ou : 

cos a = cos a', cos p =z cos p', cos y = cos y 

ce qui donne 

a a! 

y^a^ 4- /^^ _j_ c^ ^a'^ _[_ //i 4- c'^ ' 

6 b' 



sja^ 4_ [,2 4. c^ \/a'^ + // + c'^ ' 



c 



V/a^ + h^ -h c^ V^a'^ + //^ + c'^ ' 
On en conclut 

Mais la dernière égalité est une conséquence des premières. 
Les conditions cherchées sont donc 

a b c ' 

En d'autres termes : 

Pour que deux plans soient parallèles, il faut et il suffit que les 
coefficients de x, y et z soient proportionnels, dans leurs équa- 
tions, 

273". Exemple. — Les deux plans dont les équations sont 

IX -\- y — z +3=10 

/\X -\- iy '2;3 -|- I = O 



LA DROITE 



274' Application- — L'équation du plan parallèle 
donné et passant par l'origine s'obtient en suppri 
l'équation de ce plan le terme constant. 
En effet le plan 

a-r + frr + " - o 
est bien parallèle au plan 

ax-\-by + c-. + d = o 
et il passe à l'origine, car il est vérifié par les cd 



5 3. — La droite 

275- Équations d'une droite. — Une d 
l'intersection de deux plans. Si donc 

\^ a.r, -\- by -\- cz -^ d =^ o, 
i a'j:-\-b'y-\- c'z-\-d' ^ o, 

sont les équations des deux plans, les cooi 
.r, î/. z d'un point quelconque de la droite 
ces deux équations. Inversement, tout point 
coordonnées satisfont, simultanément, ai 
équations ([) est situé à la l'ois dans les de 
et, par suite, sur la droite. 

Les deux équations (i) sont donc les équi 
la droite. 

Au lieu de prendre deux plans quelconq 
déQnir une droite il est, en général, plus s 
prendre deux des plans qui projettent la d 
les plans de coordonnées. 



'-V»— 
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276. Droite quelconque. — On définira une droite 
quelconque par le plan vertical qui la projette 
horizontalement et le plan de bout qui lia projette 
verticalement. 

Les équations de la droite seront, alors, 

y = ax -\- b [plan vertical)^ 
z = ex -\- d [plan de bout). 

On peut remarquer que y =^ ax -\- b est aussi 
l'équation de la projection horizontale delà droite, et 
que 2; = cj; + Gf est l'équation de sa projection verti- 
cale ; car nous avons vu (n° 266) que l'équation d'un 
plan perpendiculaire à un plan de projection est 
identique à celle de sa trace sur ce plan. 

277. Droites parallèles aux plans de projection. 
— Lorsqu'une droite est parallèle à l'un des plans de 
projection, les deux plans qui la projettent sur les 
deux autres plans de projection sont confondus en 
un seul. La droite est donc définie par ce plan et 
celui qui la projette sur le plan auquel elle est paral- 
lèle. 

278. Droite horizontale. — Une droite horizontale 
est l'intersection d'un plan horizontal et d'un plan 
vertical. Les équations sont de la forme : 

f y = ax -\- b [plan vertical)^ 
(^ z =^ c (plan horizontal), 

279. Droite de front. — Une droite de front est l'in- 
tersection d'un plan de front et d'un plan de bout ; 
elle a donc deux équations de la forme : 

( z = ax-\~ b [plan de bout)^ 
I y =z c {plan de front). 



280. Droite de profil. — Unt 
l'intersection d'un plan de pr< 
lèle à la ligne de terre Ox. Ses 
donc la forme : 

{y = az^b {pla 
' a; = c, [pie, 

281. Droites parallèles &ujt 
droite est parallèle à un axe, el 
à un plan de coordonnées ; to 
droite se projettent alors sur 
qui est la trace de la droite. 

282. Verticale. — Tout poin 
même abscisse et même 
éloignement que son pied X 
(fig. 86) dans le plan xOy. 

Si donc fl, b, sont les 
coordonnées du point A, 
on a pour tout point M de 
la droite : 

X = a, y ^b\ 

ce sont les équations de la 
droite. 

Ces deux équations représen 
l'nn de profil, l'autre de front < 
la verticale. 

283. Droite de bout- — Tout ] 
droite de bout a même absciss 
pied B de cette droite sur le pi 
sont les coordonnées de B, oi 



■ ■?>•■ —-wy-ï. *• 
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la droite, 
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tX/ — — C • X^ —— Cl/ m 



ce sont les équations de la droite. 

Ces deux équations sont aussi celles d'un plan de 
profil et d'un plan horizontal qui se coupent suivant 
la droite. 

284. Droite parallèle à Ox. — Tout point P (fig. 86) 
d'une parallèle à Ox a même éloignement et même 
cote que son pied C dans le planyOz. Les équations 
de la droite sont donc 

y = e, z = h, 

qui représentent aussi un plan de front et un plan 
horizontal. 

285*. Problème' — Equadoti d'une droite passant par deux 
points. 

Soient A et B (fig. 87) deux points de coordonnées Xi,yi, zi 
et X2, 2/2? ^2- La droite AB sera définie par les équations de ses 
deux projections horizontale et verticale. 




^(JCg-y^} 



Fig 87. 

Soient a et ^ les projections horizontales de A et B. Les 
coordonnées de a et ^ sont x^ y^ et x^ y^. Nous sommes rame- 



LA SPHERE ET LE CERCLE 

nés à un problème connu dé géométrie & deux dim 
(n" 438) : trouver l'équation de la droite ab qui passe p 
points. Cette équation est : 



De même, les coordonnées des projections verticales 
de A et B sont j:, 3, et j-^ ^i. L'équation de la droite a' 
le plan zOx est donc ; 

qui se déduit de l'équation (i) en remplaçant la lettre ; 
lettre s. 

Les équations (a) et (i) sont les équations de la dro 
on peut les réunir ensemble et les mettre sous la formi 



§ 4- - La 



ET LE CERCLE 



286*. Distance de deux pointa- — Soient (fig. ! 

points A de coordonnées j-, y, s et B de coordonnées j 

Pour calculer la distance d de ces deux points, proje 



K 



en a et $ sur le plan horizontal et menons la parallèle 
qui coupe Ao en C. 



■ » •« n; J ' *f" ' 
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Dans le triangle rectangle ABC on à : 



(0 



or, les coordonnées de a et ^ étant x, y et x' y' on a, d'après la 
formule de géométrie plane (n° 143) 

D'autre part, on a aussi : 

v>A — . CiV ^"~ Cv-< — — Z — ~- Z f 

on en conclut, en remplaçant ab^ et GA par leurs valeurs 
dans (i), 

d^=z{x-^ xr + {y - y')' + (^ - ^7r 

c'est la formule cherchée. 

Le carré de la distance de deux points est égal à la somme des 
carrés des accroissements des trois coordonnées quand on passe 
d'un point à l'autre, 

287*. Équation d'une sphère. — Soit (fig. 89) une sphère 
de centre G de coordonnées a, ^, c.et de rayon R. 





Fig. 89. 

Soit M un point de coordonnées x, y, z. Pour que ce point 
M soit situé sur la sphère, il faut et il suffit que l'on ait 



LA SPffEHE ET . 

or, d'après la formule qui donr 

CM" = (, _ -)■ + tr 

on a donc : 

(I -.)■ + (,- S)- + ( 

c'est l'équation de la sphère, car 

suffisante entre .c, y, z pour que M 

288*. — Développons l'équatio 



Elle est de U forme 






x^ 


+ r" + =* 


— aoj' — 


• 


en posant 










«' 


+ fi*-f c= 


- 


Exemple. - 


- L'e?ufl(i( 


.« 






x'+jr^ 


+ î' — a. 




représente un 

son équation 

On a ici : 


:e sphère q 
est vérifié* 


ui passe p, 
; quand on 


fa 



Les coordonnées du centre de la Bj 



on rayon est égal à - 
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